TMS125, Stokastiska Processer F2, VT 2005
Tentamen

Mandag 23/5, 2005. 14:00-19:00
Jour: Oskar Sandberg 031-7725366 (0702-717675)
Hjélpmedel: Endast Beta.

Tentamen bestar av sex uppgifter, och varje uppgift ar vird maximalt 5 poéng. Var no-
granna och motivera alla steg! 15 poédng ritt ger minst en 3:a. Lycka till.

1. (a) Varfor suger kovariansen? (Det vill séiga, vad har kovariansen for begransningar
vad géller att beskriva sambanded mellan tva stokastiska variabler?)

(b) For vilken klass av fordelningar &r kovariansen mest anvindbar? For vilken typ
av stokastiska processer ir saledes vantevirdes- och kovariansfunktionerna mest
anvindbara?

2. En Lévyprocess dr en stokastisk process med oberoende och stationdra okningar.
Om en process {X(¢)}+>0 ér en Lévyprocess, dr da alltid Y (t) = (X (¢))? ocksi en
Lévyprocess? (Borja gidrna med att prova om det haller for nagon av véara vanligaste
Lévyprocesser!)

3. (a) Ge ett exempel pa en Gaussisk process som varken dr en Wienerprocess, eller
Ornstein-Uhlenbeck processen (eller en skalning eller kombination dérav).
(b) {W(t)}+>0 dr en Wienerprocess. Visa att processen Y (t) = W(t+T) — W (t) &r

stationir. (Ledning: Ar den svagt stationir?)

4. Visa att om {X(¢)}:>0 &r Poissonprocess sa giller det att

Lt(t) L

Det vill séiga, vansterledet konvergerar i kvadratisk medel mot A.
5. En Markovkedja { X, }72 , pa tillstandsrummet S = {0, 1, 2} har foljande 6vergangsmatris:

c 2a 0
P=1a b a
0 2a c

(a) Vilka viirden kan konstanterna a, b, och ¢ anta om P ska vara en vildefenierad
overgangsmatris?

(b) Vilka vérden kan konstanterna a, b, och ¢ anta for att X, ska ha en unik
stationér férdelning?

(c) Berikna den stationédra férdelningen for nagot av de fallen da den existerar

unikt. Ar den stationdra fordelningen den samma for alla tillatna viirden av a,
b, och c?



6. {Xn}o2, dr en Markovkedja pa ett tillstandsrum S. Vilken egenskap maste g : S — V'
(en funktion fran S pa en annan mangd V) ha for att ¥, = g(X,) ska vara en
Markovkejda med tillstandsrum V.

Visa bade att egenskapen ér tillréicklig, och ge ett exempel pa en funktion som inte
har egenskapen, for vilken Y,, inte &r en Markovkedja.
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TENTA FACIT

1. (a) Kovariansen kan endast beskriva linjiart beroende mellan stokastiska variabler.
Darfor betyder inte that kovariansen &r O att variabler dr oberoende.

(b) For normalférdelade (Gaussiska) stokastiska variabler miter kovariansen all
mojlig beroende. Saledes &r vintesvirdes och kovariansfunktionen mest anvéindbara
for Gaussiska processer.

2. Det finns manga siitt att visa att det inte haller. Lat t. ex. X (¢) vara en Poissonpro-
cess. Da giller:

EY(t+7)-Y(#)] = E[X(t+7))]-E[X(t)?

Vx(t+7) +mx(t+7)% = Vx(t) — mx(t)?
ME47) + N2 (t4+7)% = Mt — N2

= A+ M2+ 2\7

Altsa beror vintevirdet av Y (t)s 6kningar pa t, vilket motséger att den har sta-
tionédra 6kningnar.

3. (a) Det enklast exemplet dr att ta X(t) = £ for alla ¢t > 0, och lata £ vara
en normalférdelad stokastisk variabel. Den processen antar ett konstant nor-
malfordelat varde.

(b) my(t) = mw(t +T) — mw(t) = 0 beror inte pa t.

ry(t+7) = Cov][Y(t),Y(t+7)]
= CoviW(it+T)—wit),Wt+7+T)— w(t+7)]
= CoviW(it+T)W(t+71+T) —CoviW(t), W(t+T1+T)]
— Cov(W(t+T),W(t+ 1)+ Cov]W(t), W(t+7)]
= o?(t+T —t—min(t +T,t +7)+1)
= o*(T — min(T, 7))
_ {0 omT7>T

o(T —7) annars.

Eftersom varken my (t) eller ry (¢,t + 7) beror pa t dr Y (¢) svagt stationir.
Eftersom skillnaden mellan tva Gaussiska processer dr en Gaussisk process, sa
dr den dven det. En svagt stationdr Gaussisk process ér stationér.



4.

D.

6.

Det foljer fran direkt berdkning:

E[(X(1)/t = \)?] = tE[(X(t) - At)’]
= t7°E[(X(t) - E[X])’]
= t2Var[X(t)]

= Mt—0dat— o

(a) For att det ska vara en stokastisk matris maste alla element ligga i [0, 1] och
radsummorna vara 1. Det foljer att a € [0,0.5] och att c =b=1— 2a.

(b) For att det ska finnas en unik stationér process maste kedjan vara irreducibel.
Det &r den endast om a > 0.

(c) Den stationira fordelningen ges av 7 = [, 3, 1]. Det giller for att alla godtag-
bara virden av a, b, och c.

Egenskapen dr att g maste ha vara en injektiv funktion. Det betyder att g(x) = g(y)
omm z = y. For en injektiv funktion har en invers defenierad pa gs bildméngd. Det
foljer att:

P
=P
=P
= P

Y1 =jlYn=14,Yn 1 =tn1,...,Yp =p)

(Xot1 =9 "DIXn =g () Xoo1 = g (1), -+ Xo = ¢ (o))
(Xn1 = gil(j)‘Xn = gil(jn))

(Yn+1 = ]’Yn = Z)

Alltsa uppfyller Y,, Markovegenskapen och dr saledes en Markovkedja nér g ar in-
jektiv.

For ett motexempel nér g inte dr injektiv, ta S = {1,2,3} och lat X,, ha f6ljande
Overangsmatris:

P:

_ o O

1
0
0

S = O

och lat g(1) =1, g(2) = 2, och ¢(3) = 2. Det &r inte mojligt for X, att atervinda till
tillstand 1 om den var dér for en tur sedan, alltsa géller P(Y,, 41 = 1|Y,, =2,Y,,_1 =
1) = 0. Men a andra sidan géller P(Y,,+1 = 1|Y,, = 2,Y,,_1 = 2) = 1. Detta motséiger
Markovegenskapen.



