TMA 690

Matematik CTH

Tentamensskrivning i Partiella differentialekvationer F

Datum: 2005-05-27, kl. 8.30 - 12.30.

Hjalpmedel: Inga, ej heller riknedosa.

Telefonvakt: Christoffer Cromvik, tel. 0762-721860, bestker salen ca 9.30 och 11.30.
OBS! Linje, inskrivningsar och personnummer skall anges pa skrivningsomslaget.

1. Finn den allménna 16sningen till differentialekvationen

82 02 82
a—;; — QSinxawgy — cos? xa—;; — cos ma—z = 0. (6p)

2. Finn alla l16sningar till vagekvationen i tre rumsvariabler som i varje punkt endast
ar beroende av tiden och punktens avstand till origo. (8p)

3. Lat Q vara ett begrinsat omrade i R2. Antag att u € C?(Qx[0,T)]) ir en 16sning
till viirmeledningsekvationen i Q x (0,7") som uppfyller %ng[oﬂ = 0 (v betecknar
den utatriktade enhetsnormalen). Visa att

/Qu(x,t) dr = /Qu(a:,()) de  Vtel0,T]. (8p)

Kan du ge en fysikalisk tolkning?

4. Lat €2 vara ett begrénsat omrade i R". En kontinuerlig funktion v :  — R
kallas subharmonisk i €2 om v < up i B for alla bollar B sadana att B C 2, dir up
ar l1osningen till Augp =01 B, uglop = v|gs-

(a) Beskriv alla harmoniska och subharmoniska funktioner i Q = (a,b) C R. (3p)

(b) Visa att om v dr subharmonisk i Q, S(zo,7) = {2z : |t —x¢| = r} och B(zg,r) =
{z:]x —xo| <r} CQ,sa giller

ey
olzg) < T vdS,
(o) p(S(zo, 1)) S(wo,r)

dér pu(S(xg,7)) dr mattet for sfiren med radie r. (Du far anta att Q € R? om du
anser att det gor problemet ldttare; da géller pu(S(zo,7)) = 27r.) (3p)

(c) Visa att om en subharmonisk funktion v € C'(2) antar sitt storsta virde i en
inre punkt i €2, s& 4r v = const. (3p)

(d) Visa att om v € C*(Q) och Av > 01 €, sa ér v subharmonisk i Q. (3p)
(T sjilva verket &r villkoret Av > 0 i Q nédvindigt och tillrickligt for att C*-
funktionen v ska vara subharmonisk.)

OBS! Harmoniska funktioner egenskaper far anvindas utan bevis.



5. Formulera och bevisa den svaga maximumprincipen for paraboliska PDE (en
rumsvariabel). (8p)

6.(a) Ange variationsformuleringen for Dirichlets problem med homogena randvill-
kor for Laplaces operator for ett omrade i R?. (2p)

(b) Ange motsvarande variationsformulering for FEM. Forklara varfor det prob-
lemet alltid dr losbart. (3p)

(c) Formulera en a priori feluppskattning for FEM-16sningen i max-norm (utan
bevis). (3p)

Tips: Laplaces operator i sfariska koordinater:

A —ig 2% + 1 62u+ 1 g 'ng@ .
= r2sin®f 0p?  r2sind 00 S50 )

(@f(2))" =z f"(x) + 2f'(x).



