TMA 690 Partiella differentialekvationer F, 2000-01-12
Hjalpmedel: Beta och typgodkand kalkylator.
Telefonjour/rond: Anders Logg, ankn. 0740-459022.

Som vanligt betecknar @ derivatan av v = wu(t), och ||u||x betecknar L,
normen av u Over aktuellt omrade X. Lycka till!!

1. Betrakta begynnelsevardesproblemet
uw+au=ffort>0, u(0)=um,

dér a(t), f(t) och uy &r givna data, och dér vi sdker u = u(t).
a) Visa att om a(t) > ay for nagon konstant ay, sa géller

()] < e (fuol + [ | £(5)]ds).

Tips: Visa med hjélp av identiteten tu = |u|%|u] att < |u| +aglu| < |f|, och
ta sedan hjalp av en integrerande faktor.

b) Formulera cG1l-metoden for problemet, samt visa att villkoret %aok > —1,
dér k &r tidssteget, garanterar att metoden inte bryter samman (leder till
division med noll).

2. Betrakta problemet
—Au+u=fiQ, n-Vu=gpal, (1)

dir Q ér ett givet omrade i R? med rand I, n dr enhetsnormalen till I" riktad
ut fran €2, f och g ar givna data, och A ar Laplace operatorn.
a) Visa att

IVullg + [lullg < CAUANG + lgllE)

for nagon konstant C.
Tips: Utnyttja bl.a. att ||u|lp < Cqo(||Vullq + ||u|lq) for nagon konstant Cg.
b) Formulera en finit element metod fér (1) samt still upp det resulterande
ekvationssystemet i fallet med en rumsdimension med Q = [0,1], f(z) =1
och ¢(0) =7, g(1) = 0.

3. a) Hirled en feluppskattning fér metoden i 2 b) uttryckt i elementstor-
leken h och losningens andraderivata, alternativt den beraknade losningens
residual.



b) Hérled en uppskattning fér «’s andraderivata uttryckt i givna data f och
g. Under vilken forutsattning géller en motsvarande uppskattning for u’s
andraderivator i hogre dimension, dvs for d = 2, 3.

4. a) Hérled (grova) uppskattningar for antalet rikneoperationer som krévs
for 1osning av det resulterande finita element ekvationsystemet for problemet
(1) i fallet d = 2 resp d = 3 uttryckt i elementstorleken h om systemet 16ses
med vanlig (Gauss) elimination.
b) Redogor kort for idérna bakom, principerna for, och férdelarna med en
multigrid metod.

elel

5. Verifiera att g(z) = ﬁm for d = 3 (dvs = = (xy,x9,x3)) satisfierar
—Ag + g = (x), dir § dr Diracs delta funktion, och att foljaktligen u(x) =
Jo 9(x,y) f(y) dy ger en 16sning till differentialekvationen i (1) (bortsett fran
randvillkoret, vilket vi hir ser som en annan historia). Tips: Verifiera forst
att —Ag+ g = 0 for x # 0. Rékna med rumspoldra koordinater. Verifiera
sedan att

/R3 Vg-Vuv+gv=lim Vg - Vv + gv = {via partiell integration}

€20 J|z|>e

=v(0) = /R3 dv,

vilket ju ar den givna ekvationen i variationsform.
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Losningar

1. Multiplikation av ekvationen med u ger
uu + au® = fu,

varav

Jul > |U| + aolul® < |fl]ul,
dvs Llu| + aglu| < |f|. Multiplikation med integrerande faktorn e®! ger
4(e “0t|u|) < e™t|f|, vilket integrerat blir e®!|u(t)| — |ug| < [i e®®|f(s)|ds,
vilket ger den sokta olikheten.

c¢G1l metoden: Ansétter pa tidsintervallet I, = [t,,t,41] 6sning U(t) =
Un(tns1 —t)/k + Upia(t — t,)/k. Soker U,y sa att

/U+aU: f
n I”’L
dvs
Un+11+l<;/ (t — t,)dt) = —kU/ Vtupr — t)dt + [ fdt
I,

Division med 1+ k [; a(t — t,)dt, som &r > 0 enligt antagandet, ger U,
utan problem!

2. a) Multiplikation av ekvationen med u ger efter partiell integration

/Vu-Vu—i—uu—/n-Vuu:/fu
Q r Q
dvs
IVull® + [ul]* = /qu+ /Fgu < [[f[Hlull + lglle Ca[[Vull + [[ul])

dar || - || = || - |]a och dar vi utnyttjat olikheten |ju|| < Co(||Vull + ||ul]).
Genom att nu utnyttja olikheten ab < a? + 1b? erhalls

1 1 1
IVull® + [lull® < 1IFIP + llul’* + Cllglle + 1V ull* + Zlull”



varav den sokta olikheten foljer.
b) Ansétter U(z) = Y. U;¢,(x) vilket insdttes pa u’s plats i variationsformu-

leringen
/Vu-Vv—l—uv:/fv—l—/gv
Q Q r

med v = ¢; vilket ger
N
S0 [, Vo Voot o= [ fort [aon i=1.N

dvs AU =b dar U = (Uy,..,Uy) ", b= (b;) med element
bi=h,i=2,.,N—1, b(N)=h/2, bl)=h/2+T,

och A = (a;;) med element

Q45 = —1/h+h/6, fOFZ:]+1 ochi:j—laij :2/h+2h/3, féri:j,i:2,..,N—1,aij = 1/h+

3. a) Felekvationen [, Ve - Vv + ev = 0, for elementfunktioner v, ger
2 2 1 2, 1 Lz, ! 2
IVelPHel = [ VeT(umv)+e(u—v) < 5]IVelP+3 fumoll+5lelP+5 o],

dvs
Vel + [le]|* < IV (u = v)[|* + |lu — vl < Cllhu"|]?,

om v ar lamplig interpolant av w.

b) Ekvationen ger [[u"|| = |lu — fI| < [[f[[ + [lull < CUSN + llgllr), dar vii
sista ledet anvant uppskattningen i 2a.

I hogre dimension erhalls analogt ||Au|| < C(||f|] + |lg/|r). Enskilda andra
derivator av u kan sedan uppskattas med Au om €2 dr konvext.

4. a) Styvhetsmatrisen A har bandbredd n = 1/h f6r d = 2 och n = 1/h?
for d = 3. Antalet rikneoperationer som krivs for Gausselimination dr Nn?,
diar N = 1/h? resp N = 1/h® ar antalet obekanta. Dvs antalet operationer
blir 1/h* f6r d = 2 och 1/h7 for d = 3, dir vi tinkt oss att omradet ifraga dr
enhetskuben.

b) Se forel$ningsanteckningarna



5. Verifierar forst att —Ag + g = 0 for || > 0. Ekvationen —Ag + g = 0
multipliceras med testfunktion v sadan att v — 0 da |z| — oo, och integreras
over R3: Efter partiell integration erhalls

/RBVg-Vv—I-gv:/mdv:v(O).
elel

Undersoker om g = ﬁTI uppfyller detta:

/3Vg-Vv—|—gv:lim Vg-Vov+gv
R

e—0 |z|>e€
1 e e
[ a Voo [ LG D)
|a:|>6( g+g)v+ \w\:en v |z|=€ 471'(62 €)v U( )

da e — 0, vilket skulle visas. Har héir utnyttjat att —Ag+ g = 0 for |z| > 0.



