\M,__/

7,

/ f

,—7\

— A 4

, |
>/A{{/

fw"—"; /i//




Hjidlpmedel: Inga hjdlpmedel &r tillatna
MATEMATIK Telefon: Anders Logg, 0740-459022
Chalmers tekniska hogskola 2003-04-22 kl. 8.45-13.45

TMA372/MANG660 Partiella differentialekvationer TM, IMP, E3, GU

OBS! Skriv namn och personnummer pé samtliga inlamnade papper.

. Let © be the triangulated domain below. Compute the ¢G(1) solution of
—Au = 0 in  with the Neumann data: d,u = 3 on B and Dirichlet
condition: u = 0 on Bs.

X
2

. Consider the one-dimensional heat equation:

uw—u'" = f, 0<z<1, t>0,
u(z,0) = uo(z), 0<z <1,
u(0,t) = ug(1,t) =0, t>0.

a) Using appropriate variational forms show the stability estimates:

t t
[uC ) < Hluoll+ Jo (- 8)ll ds, and [Jug (-, 1)1 < [lupll®+ fy 1F (-, 5)]* ds.
b. Give physical meaning to the equation when f=9-u.

. Let a be a positive constant. Consider the boundary value problem (BVP)
—u"(z) + au(z) = f(z), 0<z <1, wu(0)=u(l)=0.
Formulate the corresponding variational formulation (VF), and the min-
imization problem (MP) and prove that (BVP) <= (VF) <= (MP).
. Prove an a priori and an a posteriori error estimate (in the H'-norm:
|ull?: = [[u'||> + [|u||?) for a finite element method for the problem

—u" +2zu' +2u=f, 0<z<l, u(0) = u(1) = 0.

. Consider the boundary value problem
—div(eVu+pu)=f, in Q, u =0, on 09,

where  is a bounded polygonal donmain in R?, ¢ > 0 is a constant,
B = (Bi(x),B2(x)), and f = f(z). Give the conditions (based on Lax-
Milgrams theorem) for existence of a unique solution for this problem.
Derive stability estimates for u i terms of || f||1,(q), € and diam(€2).
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TMA371/MANG660 Partial Differential Equations TM, IMP, E3, GU
2003-04-22. Solutions

1. Let © be the triangulated domain below. Compute the ¢cG(1) solution of —Awu =
0 in © with the Neumann data: 0,u = 3 on B; and Dirichlet condition: © = 0 on
Bs.

2
2
B
2
Ba
N
1 2
B
1
Bs
X
Ny By 1 2 1

Solution.
Variational Formulation: Using Green’s formula we have that

0= / —Auv dx = {Green’s} :/ Vu-Vv—/(@nu)v
Q Q r
(1) ={T':=900: =By UBy} ={v=0o0n By, and ,u = 3 on By}

=/Vu-Vvd:L'—/ 3vds
Q By

Thus we have the finite element formulation: Find piecewise linear function U € V},
such that

(2) /VU-Vv:/ 3vds, Yv e V.
Q B;

Let now

(3) U(z) = Ui () + Uzp2(2),

where ¢; are the piecewise linears basis functions for the above discretization of
Q with @;(N;) = 6;5, i,j = 1,2. We insert (3) in (2) and let v = ¢;, ¢ = 1,2 to
obtain a 2 x 2 system viz,

/chl-chld;cU1+/Vgoz-Vgolde2:3/ p1 ds,
Q Q B

(4)
/chl-chzd;cU1+/Vgoz-Vgozde2:3/ pa ds.
Q Q B

1



Note that using the orientation in the figur below we have

kg | X3
N2
k
5
K2
kg
N
V(,Ol k = (_170) v502 k = (07 1)
Vi x = (0,0) Vo 5 =(-1,1)
V(pl = (070) VQOQ = (_17_1)
k3 k3
Ve =000 V| =(1,-1)
Voi| =(0,-1) Vgp| =(1,0)
k5 k5
Thus
V1 -Vpadr = | Vea-Veirdz =0,
Q Q
and
5
/ Vi - Verdz =) IkiI<V901 ki -leki)
@ i=1
1 1 1 1
3 X (-1,0)- (-1,0) + 5 X (0,-1)-(0,-1) = B + 5= 1.
Similarly

5
/ Vs - Vipy dz = |kl (wa2 ki - Vipa
Q i=1

+(_15 1) ’ (_17 1)+(_15 _1) : (_15 _]-) + (15 _]-) : (17 _1) + (170) ’ (130))

1
=3 x (1+2+2+2+1) — 4.

As for the right hand side we have

3/ @1 = 3 x aread of the side alonge By = 3(1/2+ 1/2) =3,
By

3/ QDQZO.
B,

while



Summing up we have a trivial situation as follows:

4 2][%]- 3

Thus U(z) = 3p1(z) and actually, with this configuration, we have a trivial one-
dimensional problem.

Alternatively: We may include N3 = (1,0) and N4 = (0,1) as new nodes and extend
the triangles with Neumann outer boundarys to include k2 and k4. This would lead
to a 4 x 4 system which we are not considering here!

2. Consider the one-dimensional heat equation:

u—u"=f, 0<z<l, t>0,
u(z,0) = uo(z), 0<z<1l,
u(0,t) = uz(1,t) =0, t>0.

a) Using appropriate variational forms show the stability estimates:
¢ t
(O < llwoll + Jo [1( 8)ll ds, and [lug (-, 0)[* < |lugll® + fy £, 8)|* ds.

b. Give physical meaning to the equation when f=9-u.
Solution: a) Multiply the equation by u and integrate over (0,1) to get

1 1 1
/ uud:c—/ u"uda::/ fudz.
0 0 0

Integrating by parts and using the boundary conditions we have

1d ! 2 ! ! 2 U U 1d 2 12
il — (1, t)u(l =2
53 [ e [ () o= w0+ w00, = 35l + |
d , [
= [full ZIlull + [u'l =/ fudz || |||l
0
Consequently

d
— ||| <
Zllul] < 171,

which integrating over time:

t
Anmwzmum—mm

gives the first estimate in a).
Toderive the second estimate we multiply the equation by % and integrate over
(0,1) to obtain:

1 9 1 1
/ () dm—/ u”ﬂdx=||1l||+/ Wi dz — ' (1,8)i(1, ) + (0, 1) 0, )
0 0 0

= il + 2= [ e < Uil < S (L7 + 11).
dt o = =2

Thus ) 1 d )
a2 + 2212 < 2 2
Sl + 5 2P < SR,
and hence

d
prd



4

which, as in the first estimate, integrating over time: fot ds gives the second
estimate.
b) Heat conduction with

u(z,t) = temperature at x at time .

u(x,0) = up(x), the initial temperature at t = 0.

u(0,t) =0, fixed temperatue at z = 0.

u'(1,t) =0, isolated at z = 1, (no heat flux).

f=9—u, heat source, in this case a contril system to force u — 9.

3. Let a be a positive constant. Consider the boundary value problem (BVP)
—u'"(z) + au(z) = f(z), 0<z <1, wu(0)=u(l)=0.

Formulate the corresponding variational formulation (VF), and the minimization
problem (MP) and prove that (BV P) <= (VF) <= (MP).

Solution: See lecture notes, Chapter 8.

4. Prove an a priori and an a posteriori error estimate (in the H'-norm: ||ul|%, =
[[w'||? 4 ||u||?) for a finite element method for the problem

—u"+2zu' +2u=f, 0<z<1, u(0) = u(1) = 0.

Solution: We multiply the differential equation by a test function v € H(I), I =
(0,1) and integrate over I. Using partial integration and the boundary conditions
we get the following variational problem: Find u € H{(I) such that

(5) /(u'v' + 2zu'v + 2uv) = /fv, Yv € Hy(I).
I I
A Finite Element Method with ¢G(1) reads as followa: Find U € V)0 such that
(6) /(U'v'+2xU'v+2UU):/fv, Yv e V) c HY(I),
I I

where
V2 = {v : v is piecewise linear and continuous in a partition of I, v(0) = v(1) = 0}.

Now let e = u — U, then (1)-(2) gives that
(7) /(e'v' + 2z€'v + 2ev) =0, Vv e VY.
I

A posteriori error estimate: We note that using e(0) = e(1) = 0, we get

(8) /I2xe'e: /156%(62) = (ze?)|g —/162 = —/162,



so that

llell3: = /I(e'e' +ee) = /(e'e' + 2ze’e + 2ee)

I

_ /((u —UYe + 20(u—Ue+2(u—U)e) = {v = e in(1)}
I

9) = fe—/(U'e'+2a:U'e+2Ue):{v:me in(2)}
I I
= /f(e — mhe) — / (U'(e —mpe) + 2xU' (e — mhe) + 2U (e — 7Th€))
I I
= {P.I. on each subinterval} = /’R(U)(e — The),
I
where R(U) := f + U" — 22U" — 2U = f — 22U’ — 2U, (for approximation with
picewise linears, U = 0, on each subinterval). Thus (5) implies that
lellz < IRRO)IIR" (e = mne)|
< GillhRO)|Ille'll < CillhRU) lllell 25
where Cj is an interpolation constant, and hence we have with || -|| = || - ||z,(r) that
llellar < Cil[RR(U)|-

A priori error estimate: We use (4) and write
llel|3: = /(e'e' +ee) = /(e'e' + 2ze'e + 2ee)
I I
= / (e'(u —U) +2ze'(u—U) + 2e(u — U)) ={v=U—-myuin(3)}
I

= /1 (e'(u —mpu) + 2ze’ (u — whu) + 2e(u — ﬂhu))
< |[[(u — )| [l€'l| + 2[lu — mpulllle’]] + 2u — mhul|[le]|
< {ll(uw = mnw)'[| + 4llu — mrul [ }Hlel
< Ci{[|h"| + IR*" [ }lell e,
this gives that
lella < Co{llhu"|| + [[P*u"[|3},

which is the a priori error estimate.
5. Consider the boundary value problem
—div(eVu+ fu) = f, in Q, « =0, on 09,

where ) is a bounded polygonal donmain in R?, € > 0is a constant, 3 = (81 (z), B2 ()),
and f = f(z). Give the conditions (based on Lax-Milgrams theorem) for existence
of a unique solution for this problem. Derive stability estimates for u i terms of
||f||L2(Q), ¢ and diam(9Q).

Solution: Consider

(10) —div(eVu+ fu) = f, in Q, u=0 on I' = 9.
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a) Multiply the equation (6) by v € H}(Q) and integrate over Q to obtain the
Green’s formula

—/ div(eVu + u)vdz = / (eVu + Bu) - Vodz = / fodz.
Q Q Q

Variational formulation for (6) is as follows: Find u € Hj(f2) such that
(11) a(u,v) = L(v), Yv € Hy(Q),
where
a(u,v) = / (eVu + Bu) - Vo dz,
and ’

L(v) = /Q foda.

According to the Lax-Milgram’s theorem, for a unique solution for (7) we need to
verify that the following relations are valid:

i)
i)

la(v, w)| < Allulle @) lwllm @), Vv, w € Hy (),

a(v,v) > allvllin ), Vv € Hy(9),
iii)

IL(w)| < Allollaiey, Vv e Hy(),
for some v, a, A > 0.
Now since

|L(v)| = |/Qf’v dz| <||fllza@llvllza@) < 1flla@llolla @),

thus iii) follows with A = || f[|,(q)-
Further we have that

a(v,w) < [ Vo + B[Vl ds < [ EIV0] +[8][o])|Vul o
Q Q

< ([ evel+1siepas) ([ [vuas)

/
< Vamax(e, 8]) [ (90l +0%) dz) " 1l o

= 'Y”'U”Hl(Q)“w”Hl(Q):

which, with v = v/2max(e, ||]|00), gives i).
Finally, if divg < 0, then

a(v,v) = /Q (5|Vv|2 + (8- Vv)v) dx = /Q (6|Vv|2 +(8 ov ﬂ

6—1 + Bs 5z, )’U) dz

'z
_ 2,15 0 (5.9 (1)) de = :
= /Q (a|V1)| + 2(B1 o (v)* + B2 923 (v) )) dx = Green’s formula
=/ (8|V11|2 - 1(divﬂ)v2) dz > / e|Vv|? de.
Q 2 Q

Now by the Poincare’s inequality

[ vek sz c [ (Vo + ) da = Cllulfp o,



for some constant C' = C(diam(f?)), we have
a(v,v) > a||v||fgl(9), with a = Ce,

thus ii) is valid under the condition that div§ < 0.
From ii), (7) (with v = u) and iii) we get that

allullt ) < alu,u) = L) < Allullm ),
which gives the stability estimate
A
a )
with A = [|f||z,@) and a = Ce defiened above.

lull @) <

MA



Hjidlpmedel: Inga hjdlpmedel &r tillatna
MATEMATIK Telefon: Anton Evgrafov, 0740-459022
Chalmers tekniska hogskola 2002-12-17 kl. 14.15-19.15

TMA372/MANG660 Partiella differentialekvationer TM, IMP, E3, GU

OBS! Skriv namn och personnummer pé samtliga inlamnade papper.

1. Let Q be the triangulated domain below. Compute the ¢G(1) solution of

—Au =1, on
ug(l,y) =0, 1/2 <y <1, u(z,y) =0, on the rest of boundary.

12

12

2. Consider the initial value problem u(t) + a(t)u(t) = f(¢), for 0 < t < T,
and u(0) = ug. Prove the stability estimates

1
< —at - _ —at t > d
[u®)] < e luol + 2 (1 —e™) max [f(s)], alt) 2 >0, an

t
fu(t)] < Juo| + /0 () ds, aft) >0,

3. Prove that if u = 0 on the boundary of the unit square €2, then

(/Q|u\2da:)1/2 < (/Q|Vu|2 da:)l/Q.

4. Prove an a priori and an a posteriori error estimate (in the energy norm:
llul|% = ||w']|?+]||u||?) for the cG(1) finite element method for the problem

—u" + ou' +u = f, 0<z<l,
u(0) = u(1) = 0.

where « > 0. For which value of « is the a priori error estimate optimal?

5. Consider the boundary value problem

—Au =0, ina bounded domain Q C R% d=2,3.
%nLu:g, on I' =09

a) Prove the Lo stability estimate

1 1
V| L) + §||UHL2(F) < §||9||L2(F)-

b) Verify the conditions on Riesz/Lax-Milgram theorems for this problem.

MA



TMA371/MANG660 Partial Differential Equations TM, IMP, E3, GU
2002-12-17. Solutions

1.
Let © be the triangulated domain below. Compute the ¢G(1) solution of
—Au=1, on (2
uz(1,9) =0, 1/2<y <1, u(z,y) =0, on the rest of boundary.
y
K3
K4 K2 AN3
K2
N1
K5
k K1
K6
X
k

Solution. We split the boundary I' := 99 of the domain as T' = 'y + I'p with
Iy={(1,y):1/2<y<1}and T'p =T \Ty.
Variational Formulation: Using Green’s formula we have that

/Ql-v:/Q—Auv:/QVu-Vv—/r(@nu)fu

(1) ={v=0o0nTp, and 8,u =u, =0 on Ty}

=/Vu-VU.
Q

Thus we have the finite element formulation: Find piecewise linear function U € V},
such that

(2) /VU-VUZ/I-U, Yv € V.
Q Q

Remark. It is natural to think P, = (1/2,1/2), P» = (1,1/2) and P; = (1,1) as
nodes. Then there are two possibilities:

(I) Normally we let the basis functions 15, and 3 (corresponding to the nodes P;
and Pj, respectively) to have K1 N K>, and Ky N K3 as their supports, respectively.
This however extends the Neumann boundary codition from I'y to Ty N {(z,y) :
y=2-1/2,1/2 <2z <1} U{(z,y) : y = 1, 1/2 < z < 1}, thus removing the
Dirichlet condition from the line-segments {(z,y) :y =2 —1/2, 1/2 <2 <1} and
{(z,9):y=1,1/2<x <1}

1



2

(IT) To circumvent this difficulty, we restrict the support of both basis functions
i, 1 = 2,3 to ONLY! K5. And this choice introduce discontinuities and cannot be
considered in ¢G(1).

Hence summing up, because of ¢cG(1) approximation in this problem we cannot
choose the boundary points (1,1/2) and (1,1) as nodes (this will either destroy
the continuity or replace the Dirichlet condition on {(z,y) : 1/2 < z < 1}, with
0 <y <1/2and y =1 by the Neumann condition. So the only adequarte way is
the refinement of K into two triangles K} and K, by letting, e.g. No = (1,3/4),
as in the figure. We define the test functions ¢;(Nj) = d;5, ¢,4 = 1,2. In order to
have zero boundary condition on I'p, @2, has Ky = K} N K} as its support. Let
now

Uz,y) = Urpi(z,y) + Uspa(z,y).

where U; = U(N;), i = 1,2. Observe that ;s are the bases functions for V}, and
thus the equation (2) is equivalent to the following system:

(3) / Vi - Ve;Up +/ Vs - V;Us+ = / wi, 1=1,2.
Q Q Q

Let now ¢y = |k and ¢y = ¢|ky, then using a standard triangle Ko with vertices
(0,0), (k,0), and (k, k), for p4(z,y) = ax + by + ¢ we have that

©5(0,0) =0= ¢ =0,
05(k,0)=0=>ak=0<a=0,
oy(k,k/2) =1=bk/2=1<b=2/k.

Thus ¢y (z,y) = 2y. Similarly for ¢§(x,y) = az + by + ¢ we have that

¢3(0,0)=0=c=0,
Ok, k) =0=>ak+bk=0&b=—a,
oy (k,k/2)=1=ak+bk/2=1a=2/k, b= —-2/k.

Thus o} (z,y) = 32 — Y.
Considering in standard triangles we can easily see from the figure that:

Vo o = 1(1,1), Vs o= (0,0),
Vo, = 1(-1,0), Vi, o= 1(0,2), Vo = 1(2,-2),
Vor|, = 1(0,-1), Ve, = (0,0),
Vo = 1(1,-1), Ve, = (0,0),
v o= 1(1,0), Vo = (0,0),
Vou o= $0,1), Vo Ky (0,0).
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Now considering the intersections of the supports of the ¢ functions we have that:

6
/V%'V% =Z/ V1 -V
Q j=1"K;

- 162_2%{(‘1’1) (=1,1) +(=1,0) - (=1,0) + (0, ~1) - (0, 1)

+(1,-1) - (1,=1) + (1,0 - (1,0) + (1,0) - (1,0)}
= l{2+1+1+2+1+1}=4.

Note that |[K'| = |K"| = k- £ = ﬁ , thus

/ Ver Vs = [ Vs Vs = / Vb - Vi + / Vel - Vil
Q Ko
k2
=L {09 02+ 02} = v =3
and
/V901'V902=/ V<,01'V<.02=/ V<P1'V<P'2+/ Vi - Vey
Q K K}, KY
k21

= Zk—Q{(—l,m 0,2 +(-1,0)-(2,-2)} = {2} = —1/2

As for the right hand side in (3) we have

1k2 1k2
/901—6 39 = /<P2 /K<P2 = 32—k2/6-

Thus recalling that k = 1/2, we have the folowing system of equations:
4 -1/2 Uy 1/4 _ B . 7

2. See stability lemma in chapter 9 of the lecture notes.

3. Prove that if u = 0 on the boundary of the unit square €2, then

(/Q|u|2 d;z:)l/2 < (/Q|Vu|2 dx)1/2

Solution. We have that

lu(z)| = |u(z1, 22) — u(0, 22)| = \ /0 0

oy

U(IL'_l, .’L'z) d.’L'_l ‘
‘/ u(Z1,T2) dxl‘ < {Cauchy’s inequality}
1/2 LI 1/2
2 ) 9 2 g
< ( / 1 dxl) (| Garutara)an)

(/Ol(a%u(ml,@w da:’l)l/z.

IN

This implies that



/|u|2 dm</ (/ (8‘; (51,22))” d, ) do
/ / / 6:1:1 u(y,20))? d:El) dz dzs
:/0 (/ (ail (€1, 22))* dxl dxs = // 8m1 u(z1,22))? dzy deo

_ 9 2
/(6‘331 (z1,22)) da:</|Vu| dez,

which gives the desired result:
1/2 1/2
ul? dz < / Vul? dz .
(o a)" < ([ o

4. Prove an a priori and an a posteriori error estimate (in the energy norm: ||ul|% :=
[|u'||? + ||u||?) for the cG(1) finite element method for the problem

—u" +ou +u=Ff, 0<zx <1,
u(0) =u(1) =0.

where a > 0. For which value of « is the a priori error estimate optimal?
Solution. The Variational formulation:

Multiply the equation by v € V', integrate by parts over (0, 1) and use the boundary
conditions to obtain

1 1 1 1

(4) FindueV: /u'v'daz—}—/ au'vdm—i—/ wdz = [ fudz, YveV.
0 0 0 0

cG(1):

1 1 1 1
(5) Find U € Vy, : / U'v'da:+/ aU'vdm+/ Uvdx:/ fvdz, Yv € V.
0 0 0 0

From (1)-(2), we find The Galerkin orthogonality:

(6) /0 1 ((u U + alu—U) v+ (u— U)v) dz =0, Yve V.

We define the inner product (-,-)g associated to the energy norm to be
(v,w)g = /Ol(v'w' + vw) dz, Yo,w e V.

Note that

! 1 (' d 1
! = — — 2 = — 21:
(7) /Oeedac—Q/O dm(e)dw 2[6]0 0.

Thus using (7) we have

1 1
(8) llel|% :/0 (e'e’ + ee) d;zc:/0 (e'e’ + ae'e + ee) dz.
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We split the second factore ase=u — U =u —v +v — U, with v € V}, and write

||e||2E:/01 (e'(u—U)'+ae'(u—U)+e(u—U))d:c:{UEVh}
1
:/0 (e'(u—v)'+ae'(u—v)+e(u—v))da:
+/01 <e'(v—U)'+ae'(U—U)+e(v—U))d:1:
=/0 (e'(u—v)'—l—ae'(u—v)+e(u—v)) dz,

where, in the last step, we have used the Galerkin orthogonality to eliminate terms
involving U. Now we can write

1
lle]|% :/ (e'(u —v) +e(u—v)+ae(u— v)) dx
0
(10) <llelle - [lu = vl|g + alle'||z,|[v — ||z,

< lellis (11w = vl + allu = vllz. ) < llellsllu = vllx(1 +a),

and derive the a priori error estimate:
llelle < |lu—v||E1+ @), Yve V.

To obtain a posteriori error estimates the idea is to eliminate u-terms, by using the
differential equation, and replacing their contributions by the data f. Then this f
combined with the remaining U-terms would yield to the residual error:

A posteriori error estimate:

1 1
lell = [ (e +eeyds= [ (e +ace+ee)ds
0 0
(1) 1 1
=/ (u'e'—}—au'e—l—ue)dm—/ (U'e' +alU'e + Ue) dx.
0 0

Now using the variational formulation (4) we have that

1 1
/ (u'e' + au'e + ue) dx = / fedz.
0 0

Inserting in (11) and using (5) with v = IIxe we get

1 1
lell2, = / feds — / (U'e! + ale + Ue) da
(12) 0 0

1 1
+ / (U'Tlpe’ + aU'Tle + Ullye) do — / fllredz.
0 0
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Thus

1 1
2 = —Ilpe)dx — U'(e —Te) U'le-1I U(e—1I d
llel|& / fle—Mpe)dzx /0 ( (e —Tpe) +alU'(e —pe) + Ule he)) x

1 M+1
fe—Hhe)da:—/ (aU"+U)(e —Txe) dm—z U'(e —ye) dx
0 =
={partial integration}
M+1

1
/fe—Hhe)dx—/ (aU' 4+ U)(e —ye) da:+2/ U'"(e —pe)dz
0 I;

/(f—i—U"— U'—U)(e—l'[he)d:nz/o R(U)(e —Ipe) dzx

/ RRUYL (e — TIne) dz < ||ARU) |1 l[h" (e — The)]|1,
< GRRW)|I1a - 1120 < |IRRO)||1s - [le] -

This gives the a posteriori error estimate:
llellz < Gil|hR(U)|| L.,
with RU)=f+U"—aU' —-U=f—aU —U on (x;—1,%;), i=1,...,M + 1.

The a priori error estimate is optimal for o = 0.

5. Consider the boundary value problem

—Au =0, in abounded domain Q C R¢, d=2,3.
%—}—u:g, on ' = 90.

a) Prove the Lo stability estimate

1 1
IVl + §||U||2L2(r) < 5”9“%2@)'

b) Verify the conditions on Riesz/Lax-Milgram theorems for this problem.
Solution: a) Using Greens formula we have that

/|Vu| —/Vu Vu = /Auu+/ag—u—/ (9 — u)u.

In other words

1
IIVUIIiQ(Q)JrIIulIh(r):/B gu < gl lullL, ) < ||9||L2(r sllullzam)s

which gives the desired estimate.
To show the Riesz/Lax-Milgram conditions we introduce the notation

a(u,v)z/Vu-Vv+/ wv, and L(v)=/ gu.
Q o) 80

Then a(u,v) is a scalar product with the corresponding norm ||v||, = a(v,v)
For instance we have that ||v||, = 0, only if v = 0:

1/2.

0:||U||i:a(u,v):/|Vv|2+/ 112204/1;2, for some a > 0 = v =0.
Q 89 Q



Further L(v) is bounded in this norm, e.g. if ||g||aq < oo, then
IL(v)] < llgllonllvlloe <lglloallvlla-

We can also apply Riesz theorem in the sense that there existes u such that
a(u,v) = L(v), Yv,
and u is uniquely determined by

llulla = llgllae-

Ou
a(u,v) = —/QAuv+/69(6—n + u)v,

du

on

Moreover since

we have that

Au=0, in +u=g onl.

MA
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TMA 690 Partiella differentialekvationer F3, 2002-01-15
Telefonjour/rond: Erik Broman, tel. 0740-459022
Hjilpmedel: Beta och CTH-typgodkind kalkylator.

Som vanligt betecknar « tidsderivata, u' och Vu betecknar z-derivata resp. gra-
dient m.a.p. = = (71, ..,%a) av u(z,t}, A = V- V betecknar Laplaceoperatorn,
|||l betecknar Ly-norm av u éver w, och f &r givna data.

1. a) Redogdr for en lamplig finit element metod for problemet
{ t-u'=f ro<zr<l, t>0
u=0 fort=0, '(0,t)=v(1,8)=0 for¢>0.
b) Skissera det forvintade utseendet av u(z, 1) och u(0,t) for f(z,t) = z. (10p)
2. Lat u vara ldsningen till

-Au=f i M
—hu=ku pa T,
dAr 2 4r ett omride i RY, med rand I, 8,u = n - Vu &r riktningsderivatan av u
i utatriktade enhetsnormalens riktning, och k > 0 &r en konstant.
a) Visa att J|u|lr = 0 d& k¥ — oo. Tips: multiplicera med wu, integrera, och

utnyttja olikheterna

llulla < Callluflr +[|Vulla) (2)
och ab < 24? + Lb2.
b) Hérled uppskattningen (2). Tips: Tag hjilp av en (snill) funktion ¢ sidan
att A¢ =1 och utnyttja att fju||g = [v?Ad = ... (10p)

3. Lat © vara omradet i figur, med given triangulering och nodnummer, och 14t

2

U vara den styckvis linjira ¢G1 lésningen till problemet (1) i uppgift 2, med
f=1och k=01 den aktuella (fokuserade) delen av omradet.

a) Vilket samband rider (givet av testfunktionen ¢») mellan nodvirdena U,
Ug, Ug, U4 och Us?

b) Vilket blir motsvarande samband om ekvationen indras till —Au + (1,0) -
Vu =1 alternativt (vilj ett av fallen!) —V-aVu =1meda=1 f6r 2, < 0 och
a=2{6r zq > 07 (10p)

v.a v !




4. Funktionerna

Ol _l==u?

a) pEp b mEe och  ¢) fpe dme™ ® v(y)dy

ir l6sningar till fundamentala differentialekvationsproblem. Vilka? Glom ej att
ange typ av omrade/rumsdimension, begynnelsevillkor och randviltkor!

d) En punktvirmekilla med intensitet 1 per volymsenhet har verkat i origo i 3D
under {mycket) lang tid, utgiende fran O-temperatur Sverallt. Ange en formel
for den resulterande temperaturférdelningen i 3D-rummet.

e) Utgdende fran temperaturférdelningen i d) “slocknar” plotsligt varmekalian
vid ¢ = 0. Hur utvecklas temperaturen i origo for ¢ > 0. {10p)

5. Betrakta
t+i—4
u(z,t) = / f s) dy ds.
z—i+3

Uppenbarligen giller u(z,0) = 0.

a) Visa att dven u(z,0) = 0. Tips: se Beta avsnitt “Differential formulas”.

b) Visa att u Iser vigekvationen 4 — o = f.

c) Skissera u(z,1) for -3 <z < 3om f=1for -1 <z <1loch f =0 for
Bvrigt. (10p)

Lycka till / K.E.

e




TMA 690 Partiella differentialekvationer F3, 2002-01-15, l5sningar

1. a) Se foreldsningsant eller bok. cGlcGl-ansatsen U (z,t) = Up—y(z)n—1 (£)+
Un{z)a(t) med Upn(z) = Ef—.o Un,;¢;(x) insatt i variationsformuleringen fol v’
fol v f av problemet med testfunktionerna v = ¢;,1 = 0, .., M, resulterar i ekva-
tionssystemet

k k
(M + ES)Un = (M - ES)Uﬂ—l + kb,

dir k = t, -, &r tidssteget, Un ir nodvirdesvektorn med element U, ;, M &r
massmatrisen med element ful #i¢;, S styvhetsmatrisen med element fol Pi],
och b, ir lastvektorn med element § ftn“_1 ful ¢:f. Motsvarande for dG0 (=
implicit Fuler) tidsstegning ger

(M + kS)Up = MUp_y + kb,
b)

u(x,1) u(0,t)

- x . t

2. a) Multiplikation av —Au = f med u, integration &ver Q, och partiell in-
tegration med utnyttjande av randvillkoret —0,u = ku, samt Cauchys olikhet
och olikheten gb < La® + 3b* ger

=ku
N9ulf + kw2 = /nw Vu+ /Fu(‘-anu') = /nu(-au) - ﬁuf
S lludla [Iflle < Ca(llullr + [[Vulle) LAl = |lullcCallflle + HullaCall file
< st + 3IVulld + GRILFIR

Efter subtraktion av 3{|u||2 + ||Vu||3 frin bada led foljer att
1 1 1
(k- -2-)||u||§ < SIVulf} + (k- ‘2")”‘“”% < GRlIFIR

vilket ger att ||u|lr — 0 d& k = oo, v.3.v.
b) Enligt tips fis med snill funktion ¢ sddan att A¢ =1 att

2uVu

i3 = /ﬂ wAp = /F wong— [ RN

1




9 2 1 1 . 5
< Cillellz + Collull |Vul| £ Cullullf + 5“““?2 + 535G Vullg,
dvs
llulld < 2C1ullt + C31|Vulif < C2(llulle + || Vul[a)?,
dar C? = max(2C;,C3), C1 = maxr|9,¢|, Ca = maxq(2|V4|), v.s.v.

3. a) Med U uttryékt i basfunktionerna ¢;, 7 = 1,2,3,4,5,.. och med test-
funktion v = ¢y i va.natlonsformulermgen av problemet erhills sambandet
——U1+2U2 Us; — U4— 1h2

2

4 5 :

f

h

L
1

b) Med ekv &ndrad till —Au+ (1,0) - Vu =1 blir sambandet
1 1 h h h h 1
‘—§U1 +2U; —U; - -2-U4 - §U2 + EU;; — EUq + -6-U5 = -h2,

och med ekv. émdrad till -V-aeVu=fmeda=1rz. <0 och a = 2 for
zg > 0 blir det —3U; + 3Us — 3U; — Uy = }h?

4. a) _ﬂll?f 1gsning till ~Au =4 i R® med randvillkor u — 0 d4 r = Jz| = 0.

b) 7—3 -l 16sning till & — Au = 01z € R?, t > 0 med begynnelsevillkor
u =4 fér ¢t = 0 och randvillkor som i a).

) Jrs me j_ull"q.r(;,f) dy ar 18sning till samma problem som i b) men med
begynnelseva:det u=uwvféri=0.

d) Lésningen i a)

e} Losningen i d) med v = _I_T dvs

xly|?

_J°_—|LIE
Jrs ze —[-rdy 375471"[0 e o= ridr

={s=F}= e ™t ds =27,

5. a) Tidsderivatan av u(z,t) = § j;) f:j:_'_ * f(y,s) dy ds blir

=g :ftﬁrt‘f(y,)dynf; fs+t—s,8)— flz —t+8,8)(~1)
j;)f(z+t—s)+f(:c—-t+s),




dvs for ¢t = 0 fas 4(z,0) = 0.
b) Yiterligare en tidsderivering ger

It

1 [
i= f(z,t) + —2;/ fllett—s5)~f(z—t+s,s)
0
Derivering m.a.p. = ger v'(z,t) = %fnt flz+t—s58)~ f(z —t+s,9) och
1 i
u'(z,t) = 5/ flz+t—s,5) = f'z—t+s,3),
0

dvs i — u" = f, vilket skulle visas.

¢) :

r u(x,1)

¥ —
R \
—+ t t + i f- X

-3 -2 -1 0 1 2 3

-
[




TMA 690 Partiella differentialekvationer F'3, 2001-10-26
Telefonjour /rond: Richards Grzibovski, tel. 0740-459022
Hjilpmedel: Beta och CTH-typgodkind kalkylator.

1. a) Hirled en losning u till ekvationen —Au = & i R?, dir d(z) = limeo 8e(z),

3. for|z|<e
= ¢ s
be(z) = { 0 for|z] >e.

b) Visa hur 18sningen i a) kan utnyttjas till att 16sa —Au = f for godtycklig
funktion f.

¢) Lat f vara funktionen som ar = % i {z: |z| <1} och = 0 for 6vrigt, och
berikna lésningen u(z) enligt b) i nagon (valfri) punkt i rummet, alternativt,
undersdk huruvida 15sningen i a) multiplicerad med e™[®l ger en 13sning till
ekvationen —Au+ u = 4. ‘ (10p)

2. Formulera en rand-elementmetod f8r (approximativ) 1dsning av problemet
—~Au=0 iQ, u=g pa df,
dir Q 4r ett begrinsat omrade i B, och 81 ir randen till Q2. (10p)

3. a) Formulera ¢G1 metoden for tidsdiskretisering av &« +au = f for ¢ > 0,
med givet begynnelsevillkor u(0) = uo.

b) Vilket numeriskt problem kan uppsta om o &r stort i forhallande till tidssteget.
c) Vad menas med residualfelet och hur figurerar detta i en a posteriori felupp-
skattning f6r metoden.

d) Skissera huvuddragen i hirledningen av en sidan uppskattning.

e) Spelar tecknet pad a nigon roll i sammanhanget, t.ex. for (dual)problemets
stabilitetsegenskaper? (10p)

4. a) Betrakta “Schriodingerekvationen”
it—Au=0 iQ, =0 pi 8,

dir i = =1 och v = wy -+ iug. Visa (genom att multiplicera med @ =
u; —iug och betrakta imaginirdelarna) att kvantiteten [ [ul? (dvs “totalsan-
nolikheten”) &r tidsoberoende.

b} Betrakta motsvarande “egenvirdesproblem”, dvs att hitta tal A och motsvarande
lésningar u # 0 sAdana att

~Au=)u i}, u=0 pi o%.

Visa att sidana A méste vara > 0, och ange sambandet mellan ||u|| och ||Vu]|
for motsvarande egenfunktioner u.

Vilket ir det minsta vérde pa konstanten C for vilken olikheten ||u|] < C'||Vu||
kan tinkas gilla for alla funktioner u sddana att « = 0 pd 81, uttryckt i minsta
egenvirdet A;7 : (10p)

Var god vind !




5. Betrakta problemet
W=f-u Bro<z<l, u(0)=0ul)=0u"(0)=01u"(1l)=0.

a) Ge en fysikalisk tolkning av ekvation och randvillkor, med ledning av figuren.
b) Formulera en ¢G1 finit elementmetod for problemet, utgdende frin féljande

f

i N

ekvivalenta system av ekvationer:

uw—v=10

vW4u=f.
Ange speciellt hur nodvirdesvektorn U7 kan beriknas fran lastvektorn F ut-
tryckt i tillhérande styvhets- och massmatriser.
c) Hirled en stabilitetsuppskattning for 16sningen u och v (alternativt motsvarande
diskreta 1&sning I och V) i termer av f. Tips: Multiplicera ekvationerna med v

resp. u. Uppskattningen |jv[| < C ||v'|| som i uppgift 4, kan ocksa bl anviindbar.
(10p)

i)
D

Lycka till / K.E.




TMA 690 Partiella differentialekvationer F3, 2001-10-26

1. a) Réknar i poldra koordinater med r = |z|, och stker ldsning « = u(r) sddan
att Au =r=2(r?u") = =4, dvs

3 3 :
2 2 —-=a e+ O forr<e
= re{—-§.) = dwed 3
T _/ (=3.) { C for r > e

Insittning av r = @ ger €| = 0, varefter kontinuitet f6r r = ¢ ger (s = —f;. :
Division med r? och ny integration ger

u(r) = { :L-l-(-l-Cg) for r > .

4w r

Di e — 0 erhdlls u(r) = L1, dvs u(z) = %—r]‘i‘[

b) Lésning ges av u(z) = fp, Wi—'ﬂf(y)dﬂ-

¢) Berdknar u(z) i z = (0,0, R) for R > 1 (lattast integral fis med R = 0) med
hjélp av rymdpoléra koordinater r(cos(¢)cos(v), sin(¢)sin(v), cos(v)):

- 1 1 3
u(z) = flyl<1 i Jz—yj relet!
L

_ L plpwopan L 2sin(v) de du d
wirdo Jo Jo \/(R—r_cos(v))zwzsinz(u)r sin(v) dé du dr

—_ 13 1 pemw risin{v)
= gras i dvdr

N i PR
Y Rfo ridr = .

c) Satter u = e~" ;1= och beriknar

Au = r 2y = 12 (2o g — oLy
= T_2‘—}TF(-—8'"TT — e—r)! = r“grl;e_"'r =u,

dvs —Au+u = 0 f6r r > 0 v.s.v. For att visa att —Au + u = § noterar vi att
—Autu=-ALl —Ale™" - 1)L + e“"‘—l,; =...

4nr dmrr

2. Enligt uppgift 1 ger u(z) = . qb(y);;[zlqdy en i6sning till Au = 01 €.
Stker darfor ¢ s& att dven randvillkoret u = g uppfylls, dvs

1
My)—————dy = g(c) forzel.
[ o) gty = ote)
Infor raﬁd—element, dvs delar in T i disjunkta element K; sidanaatt I = U, K,

och ansitter (approximativ lésning) ¢(y) = Yo 0i®i(y) dir ®;(y) = 1 pa ele-
ment K; och = 0 for dvrigt. For att bestimma limpliga koefficienter ¢; anvinds

{t.ex.)
1 ' —
/;{,- /1:¢(y) 4rjx - y| dy dz = /; glzydz, j=1,.,m,

v




vilket ger m ekvationer {or berikning av koeflicienterna ¢, ... ¢, 1 ¢(y}, som i
sin tur ger u(z).

3. a)-d) Se foreldsningsanteckningarna.

e) Ja, a < 0 ger exponentiell tillviixt i problemet, sdvil det givna som dualprob-

lemet. Speciellt blir stabilitetskonstanten fOT {] i a posteriori feluppskattningen
stor for stora T'.

"4, a) Integration dver Q av givna ekvationen 4 & — Au = 0 multiplicerad med @

samt partiell integration ger
0= / e — / Au = / ‘i(‘ulﬂl + Uatin) + ugtly —ugtie + Vi Vu,
Q Q Q

med imaginirdel

/ Uty + Uath 19 / Pl
My =552 [ u )
Q ! 20t fq ! 2
som alltsd méste vara = 0, dvs [ ju]? &r tidsoberoende, v.5.v.

b) Multiplikation av egenvirdesekvationen —Awu = Au med u, integration &ver
2, och partiell integration ger

)«/ u® =f u(—L\u):ftVuF,
Q Q Q
— e
>0 >0

dvs A > 0 (med stréng olikhet for u # 0) och ||uj| = ﬁHVuH, dvs konstanten
C i olikheten |Ju|| < C]{Vu||, gdllande for alla u sidana att u = 0 pad T, kan
inte vara mindre in TIXT dédr Ay > O dr det minsta egenviirdet. [ sjilva verket
géiller olikheten |ju|| < ﬁ”\?u” for alla v sddana att ©v =.0 p4 T, eftersom
u kan uttryckas i egenfunktionerna och dessa dr parvis ortogonala, bade “utan

och med gradienter”, dvs [o uu; = 0 och [, Vu;- Vu; = 0 fr i # j, men detta
ingick inte i uppgiften.

5. a} Fysikaliska tolkning:
u'" = f—-u Br0<z <, 'U.(O) = O,u(l) = O,'U."(O) = D,U"(l) =0.

modellerar en balk med vertikal forskjutning « = u(z) p.g.a. en vertikal last f =

f{z), delvis balanserad av en “dterhallande” kraft u. Balken &r (momentfritt
u" = 0) forankrad med u =0 for z =0och z = 1.

Tf

T T O e




o

o
0

s

b) Multiplikation av de tvd ekvationerna i systemet med testfunktioner ¢ och
Y, med ¢ = =0 for z = 0 och £ = 1, ger efter partiell integration

fi(=o'w! — ¢v) =0

9 +vu) = [ .
Indelar [0,1] i element I; = [z;-1,%;], z; = j/(m + 1), och ansitter styckvis
linjéra approximativa l6sningar U(z) = 3.7, U;;(x) och V{z) = 371, Vig;(2),
dér ¢;(z) &r de vanliga hatt-bas funktionerna, och séker nodvirden U; och Vj
sddana att

ﬁi(—qﬁ.’iU’ -pV)=0, i=1.,m
o (= V 4o Uy = [Tf, i=1,.,m.
Detta ger 2m ekvationer for de 2m skta nodvirdena I/ = [} .Unp]” och V =
[V1..Vi]T, vilket kan skrivas pd matrisform som
—S5U - MV =0,
=5V + MU = F,
dir S och M ir de vanliga styvhets och massmatriserna med element 2/A re-
spektive 2h/3 pd diagonalerna, —1/h resp. h/6 pa sub och superdiagonalerna,
och nollor f&r Gvrigt, och F &r lastvektorn med element fol i f-

Férsta ekvationen ger V' = =M ~!SU vilket insatt i den andra ger (SM 1S +
MY =F,dvsU = (SM™'S+ M)"LF.

¢} Multiplicerar forsta ekvationen med —v och den andra med u, adderar de
tva, integrerar, och integrerar partiellt. Detta ger

1 1
/ u2+v2=/ uf,
0 0

1
Il + ol = fo uf <l 11,

varifran foljer att ||ul| < [|f||, och dirmed att |[»f| < ||£]].
Alternativt kan férsta ekvationen multipliceras med —u och den andra med —v,
adderas, integreras, och integreras partiellt, vilket ger

1 n i
[ () + ()2 = f (=v)f < il 11 < 1WA,
1] 0

varav fSljer att ||v'|f <|[f|| och sedan ||u'|| < || fil.

dvs

(Med dessa grundlidggande stabilitetsuppskattningar givna kan man sedan anvinda
ekvationerna till att uppskatta t, som t.ex. momentet v = u"':

l”If = Jlwll < (1511,
och v":

o™ =11 = ull <IN+ llell < 20171,

om man sd vill.)




TMA 690 Partiella differentialekvationer F, 2001-01-10
Hjdlpmedel: Beta och typgodkind kalkviator.
Telefonjour/rond: Johan Hofman, tel, 0740-439022.

Som vanligt betecknar Vu = (%2, uy) och 2 = u; partiella derivator av u =
u(z,y,8), A = ¥V - ¥V betecknar Laplaceoperatorn, och livll betecknar 7.
normen av v Over aktuellt omrdde. Lycka tillll

1. Betrakta problemet
-Au=f 10, n-Vu=b(g—u) piTl,

dar €2 4r ett omrade i planet med rand I, och f, 5 > 0, och ¢ &r. givna,
funktioner pd Q resp. I, och n ar enhetsnormalen till [ riktad ut fran Q.
(a) Visa att for en 16sning w till detta problem giller

AVu-Vvﬁ-/Fbuv:/va-l-/Fbgv,

for alla (deriverbara) funktioner v definerade pad Q, inklusive .
(b) Lésningen u till det givna diﬂ'erentialekvationsproblemet, resp. variation-
sproblemet i (a), l6ser dven ett visst minimeringsproblem. Vilket? (10p)

2. Formulera en lamplig finit elementmetod for problemet i uppgift 1. (10p)

3. Harled ndgon typ av feluppskattning f5r metoden i 2, alternativt, gener-
alisera beridkningsmetodiken i 2 til] nigot motsvarande tidsberoende problem
(inkluderande en ¢- alt. d-term). {10p)

4. (a) Vad kan sigas om existens av 18sning w till problemet i 1, t.ex. grundat
pa lamplig matematisk sats?

(b} Notera att motsvarande problem med b < 0 inte alltid har ndgon lésning!
T.ex. finns f&r & = 0 16sning endast om Jof =0. Hur kan man se det? Ge
aven nigon fysikalisk tolkning av detta forhallande. . (10p)

5. L&t u vara 16sning till problemet i 1 med b=1och g =0, och med Q en
kvadrat. Visa att

I1D?u]| < || £1),
dér D%y = (vzz + 02, +up, +v8 )2 &r ett matt pa v's andraderivator (av vilka
ju vz och vy, kan fSrvintas vara lika). Tips: partialintegrera, och utnyttja
att pd kvadratens sidor giller UyNg = —u resp. uzn; = —u (och i dess hérmn
foljaktligen u, = %u,). Varfér? ' (10p}

ke




Partiella differentialekvationer F, 2001-01-10 - l6sningar

1. a) Multiplicera ekvationen med v, integrera dver 2, och utnyttja att {genom
partiell integration) f, Auv = f.n - Vuv — [, Vu- Vu, dir i det aktiella fallet
n - Vu kan ersittas med b(g — u). Detta ger

/fv=—/Auv:—/n-\?’uv-ﬁ—/Vu-Vt}=/buv—/bgv+/Vu-VU,
0 Q r Q r r Q
dvs
/Vu-VU+/buu:/fv+/bgv. (1)
Ja r _Ja ro

=afu,v) :R‘u)

b) Fér Flw) = ia(w,w) —l{w) = § [ Va - Vw + 3 [Lbww — [ fw — J; bgw
och w = u + v med u som i (77) géller :

F(w) = Flu+2) = F{u)

1 1
+/Vu-‘71ﬁ+/buv—/fv—/bg'u+-/V'u-‘?v+—/bvv2F(u),
o r o r 2Jn 2)r

v

=0 enl. {77) 20

dvs F(u) < F(w) for godtycklig w, vitket skulle visas. Kolla detaljerna!

2. Ansitter (diskret) 16sning U = 302, Ui till (27) forv = ¢y med j = 1,..,m,
vilket ger ett ekvationssystem AU = B dir U ir kolonnvektorn med element
U;, B ar vektorn med element

Bj=/§2f¢j+/rbg¢j,

och A dr matrisen med element

A= [ V00 vo+ [
0 r

Hir ar ¢; = ¢;(z) basfunktionerna f6r méngden av alla styckvis linjéra func-
ticner pa en triangulering av omridet 1.

3. For energinormen l|v|| = a(v,v)!/? erhalls for felet ¢ = u — U utgiende fran
definitionen av U = U(z),

lell* = ale,e) = ale,u ~U) = ale,u) —ale,U) = ale, u)
= a(e,u) — ale,v) = ale,u —v) < lef|[lu —vl|,

dvs {lu — U|| = |lel] € |lu — vi| for godtycklig styckvis linjér funktion v, efter-
som ju fér sddana U och v géller a(e,U) = 0 och ale,v) = 0 di ju dessa ar




linjdrkombinationer av basfunktionerns ¢; fir vilka enligt definitionen av I/ vi
har att :
ale, ¢5) = au, ¢;) — a(U, ¢;) = 1{¢;) — l{¢;) = 0.

Speciellt kan den styckvis linjira funktionen v viljas som interpolanten av u

vilket ger
”
he = Ull < llu —vll < CliaDul},

dér h ar elementstorleken och C en interpolationskonstant obercende av k och
1,

4. a) Loésning finns enligt Lax-Milgrams sats, om t.ex. b > 0 sd att a(v,v) >0
for alla v, och om f och g 4r sddana att |I(v)| < Cijv]| 6t alla v, fér ndgon
constant .

b} Losningen 4r entydig om & > 0 eftersom da géller att a{v,v) > 0 om v inte
ar = ( dverallt, ty om v = u; — uy &r skillnaden mellan tvad 18sningar giller ju

a(v,v) = af{uy — ug,v) = aluy, v) — aluz, v} =I(v) ~ {(v) = 0,

vilket visar att v maste vara = () dverallt, dvs u; = uy, dvs det kan inte finnas
tvd (olika) ldsningar!

5. Lat t.ex. Q vara kvadraten [0, 1] x [0,1]. D& géller

“AHHZ = L(Au)z = /(;(um: +uyy)2 = '/Qﬂiw +U§y + 211;,;;”’&1,-”.

Men

/umuyy =/umuwn1 —/uzuwz =/uwuyyn1 —/umuwng +/umyumy,
Q r Q T r 0

dér vi integrerat partiellt och utnyttjat att wyye = uyzy = ugzyy. Vi riknar
vidare och finner att

_ f Ugtlyeng = — [ o (y2) = — f g (~ulnzf)y) = f w2 fna] > 0,
r r r r

dir vi utnyttjat randvillkoret n - Vu = —u (motsvarande b = i och g = 0}.
Notera att ny = 0 pA de vertikala rdnderna!! Analogt erhills

/“m“yy”i n/“yy(“u)fﬂlh
r r

vilket (efter partiell integration lings de vertikala rdnderna dar n; # 0) ger

fF wyty|na| —uy (1, 1)u(l, 1) + 2, (1, 0ju{l,0) — 4, (0, 1)u(0,1) + uy {0, 0)u{0,0)
= fruyugln | + (1, Dul, 1) + w(1,0)u(1,0)
+u{0, 1)u(0,1) + u(0,03u(0,0) > 0,

dér vi ater vtnyttiat randvillkoret - Vu = —u. Kollal! Dvs vi har visat att
| Au]l > || D2l '




TMA 690 Partiella differentialekvationer F, 2000-01-12
Hjilpmedel: Beta och typgodkéind kalkylator.
Telefonjour/rond: Anders Logg, ankn. 0740-459022.

Som vanligt betecknar % derivatan av u = wu(t), och ||lullx betecknar L,
normen av u Over aktuellt omrade X. Lycka till!!

1. Betrakta begynnelsevirdesproblemet

d4+au=ffort>0, u(0)=u,

dar a(t), f(t) och ug dr givna data, och déar vi soker u = u(2).
a) Visa att om a(t) > ao for nagon konstant ag, s& giller

[w(t)] < e (fuo] + [ e*(7(s)] ds).

Tips: Visa med hjlp av identiteten du = |u|%|u| att £lu|+aolu| < |£], och
ta sedan hjilp av en integrerande faktor. ’

b) Formulera ¢G1l-metoden for problemet, samt visa att villkoret f;_-aok > -1,
dir k &r tidssteget, garanterar att metoden inte bryter samman (leder till
division med noll).

2. Betrakta problemet
—Au4+u=fi{), n-Vu=gpi I, (1)

dar ) ir ett givet omrade i R? med rand T, n ir enhetsnormalen till T riktad
ut frdn Q, f och g &r givna data, och A Ar Laplace operatorn.
a) Visa att

IVellg + [lellg < CUIFIIR + gll2)

fér ndgon konstant C.

Tips: Utnyttja bla. att [lullr < Ca(l|Vulla + |lullo) for ndgon konstant C,.
b) Formulera en finit element metod fér (1) samt stall upp det resulterande
ekvationssystemet i fallet med en rumsdimension med Q = [0,1], f(z) = 1
och g(0) =7, g(1) = 0.

3. a) Hérled en feluppskattning for metoden i 2 b) uttryckt i elementstor-
leken A och l6sningens andraderivata, alternativt den beriiknade lésningens
residual.

veg!




‘o

b) Hirled en uppskattning for w's andraderivata uttryckst i givna data f och
g. Under vilken forutsattning giller en motsvarande uppskattning for u’s
andraderivator i hogre dimension, dvs fér d = 2, 3.

4. a) Harled (grova) uppskattningar for antalet rakneoperationer som kravs

f5r 15sning av det resulterande finita element ekvationsystemet for problemet

(1) i fallet d = 2 resp d = 3 uttryckt i elementstorleken A om systemet loses
med vanlig (Gauss) elimination.

b} Redogor kort for idérna bakom, principerna for, och fordelarna med en
multigrid metod.

5. Verifiera att g(z) = ﬁil':-:% for d = 3 (dvs & = (z1,%2,x3)) satisfierar
—Ag + g = 6(z), dir § &r Diracs delta funktion, dvs §(z) = lim,,00.(x),
dir 6.(z) = 25 for |z] < ¢ &(z) = 0 for |z] > ¢, och att foljaktligen
u(z) = [y g(z,y) f(y) dy ger en l6sning till differentialekvationen i(1) (men
fsrmodligen inte randvillkoret, vilket dock &r en annan historia). Tips:

Rikna med rumspolira koordinater.

S E

M




TMA 690 Partiella differentialekvationer F, 2000-01-12
Lésningar -

wu + au? = fu,

varav 4
Jul g5l + aofuf? < |l

dvs Luf + aglul < |f|. Multiplikation med integrerande faktorn ecot ger

Z(emtly)) < e®( f|, vilket integrerat blir e®tu(t)| ~ |uo| < 5 e f(s)|ds,

vilket ger den sékta olikheten. '

¢G1 metoden: Ansitter Pa tidsintervallet In = [tn, tas) I6sning U(t) =
Un(tn+1 - t)/k + Un+1 (t - tn)/k. Sb’ker Un+1 sa att

/ U+all = f
In {a
dvs )
Unia(L + k/lr. a(t — t,)dt) = U, — kU, /[ a(t)(tni1 — t)dt +/r,. fdit

Division med 1 + k fia(t - ta)dt, som ar > Q enligt antagandet, ger U/, ,
utan problem! '

2. a) Multiplikation av ekvationen med g ger efter partiell integration

/nVu-Vu+uu—/I:n-‘\7uu=/nfu

dvs
Il el = [t [ ou < Al + Hole Co(1wa + fuy

dir If - I = || - | och dér vi utnyttjat olikheten lull < Ca(l|Vu| + ).
Genom att ny utnyttja olikheten ab < 2 + 162 erhilis

VAl P <A+ S + gl + 2w Ly

1




varav den sékta olikheten foljer.
b) Ansétter U(z) = % Ujd;(z) vilket insittes p& u’s plats i variationsformy-

leringen
fVu-Vv+uv=/fv+/gv
Q ) r

med v = ¢; vilket ger
N
; Vo + piy = - i=1,., N
LU [V Vet 800= [ for [0 =1,

dvs AU =bdir U = (U, .., Un)T, b = (b;) med element
bi=hi=2.N-1 bN) =h/2, b1)=h/2+7,
och 4 = (a;;) med element

% = —1/h+h[6, fri=jt+lochi=j-la; =2/h+20/3, fori= 5i=2,. N-1q

i =
3. a) Felekvationen f, Ve - Vo + ev.= 0, for elementfunktioner v, ger

Vel lelf = [, Ve 9= etu=s) < 21vels Lpusle et Lucp,

dvs
[Vell® + flel* < 1V (u — v) | + e —v[* < Cllhu|?,

om v ar ldmplig interpolant av v,

b) Ekvationen ger f[u|| = flu ~ | < |7 + llu] < CQIA + ol dic vi i
sista ledet anvint uppskattningen i 2a.

I hogre dimension erhalls analogt [|Aul| < C(||f]] + | gllr). Enskilda andra
derivator av u kan sedan uppskattas med Au om Q ir konvext.

4. a) Styvhetsmatrisen A har bandbredd n = 1/h for d = 2 och n = 1 /h?
for d = 3. Antalet rakneoperationer som krivs for Gausselimination ir N n?
dir N = 1/h% resp N = 1/h% ir antalet obekanta. Dvs antalet operationer
blir 1/h* f6r d = 2 och 1/A7 for 4 = 3, dir vi tdnkt oss att omradet ifriga ar
enhetskuben.

b} Se forelsningsanteckningarna




5. Verifierar férst att —Ag + g = 0 for |z| > 0. Ekvationen ~Ag+g = §
multipliceras med testfunktion v sidan att v — 0 da [x] — oo, och integreras
Over R*: Efter partiell integration erhills

_/;QSVg-Vv-i—gU:/mrSv:U(O).
Underséker om g = Zl;r'le_T uppfyller detta:

-/Rng-Vv+gv=lim Vg-Vuv+gv

=0 [z}>¢

1 et g
“—(6—2 - ";)'U — v{0),

= (—Ag+ g+ leen Vv = /Ix

lzi>e |=¢ 4T

dd € — 0, vilket skulle visas. Har hir utnyttjat att —Ag+g = 0 for lz| > 0.




TMAG90 Partiella Differentialekvationer F' - tentamen 000822

Hjilpmedel: Beta
Telefonjour/rond: Fredrik Altenstedt, persons. 0740-459022

Som vanligt betecknar v’ och ¥ derivatan m.a.p. z resp. t av v = v(z, 1}, och
|| - || betecknar Ly-norm i z-led.

Vilj 5 av uppgifterna.

1. Betrakta begynnelsevirdesproblemet

mit — (kv') = ffor0O<z <1,£>0,
u = ug och & = vy for t =0,
u(0,t) =0 och v/(1,t) =0 fér ¢t > 0,

dirm=m(z) >0, k = k(z) > 0, f = f(z,1), uo = uo(z) och vy = vo(z) &r
givna, och dar vi séker u = u(z,t).

a) Ge en fysikalisk tolkning av det givna problemet, dvs ange vad ingéende
storheter kan tinkas representera, samt vad ekvationerna uttrycker. _

b) Formulera och bevisa den naturliga energikonserveringsprincip som géller
for detta system om f =0. (10p)

2. Formulera en lamplig finit elementmetod fér problemet i 1. Beskrivningen
skall vara kortfattad men 4ndd komplett. (10p)

3. Betrakta, refererande till uppgift 1, motsvarande stationdra problem
—(ku') = f£,0 <z < 1,u(0) =4/(1) = 0.

a) Visa att lésningen till detta problem minimerar energiintegralen F'(v) =

LI k()% = f5 fv, dvs att uw € V och

oy
F(u) = min F(v),

i ett visst funktionsrum V.
b) Visa att fér & = 1 och ett motsvarande diskret minimum F(U) = minyey, F(v)
med U € V, C V giller

1
FU) = F(u) + 5l - UY|I"
¢) Ange for £ = 1 en a posteriori feluppskattning fér det diskreta energimin-

imat, dvs for |F(U) — F(u}| om V}, bestar av styckvis linjira funktioner pd
delintervall av langd A. (10p)

/Mn jgg{} VW/




4. Visa att for den linjéra interpolanten u; till u pa ett intervall I = [a, b] av
lingd h = b — a géller
max |u — u;] < R? max |u”|

och
max lu' —ui} < hmax |u”|.

(10p)

5. Formulera Lax-Milgrams sats samt skissera nigon tillimpning av den-
samma. Hiarled stabilitetsuppskattningen i satsen frin gjorda antaganden,
samt med hjilp av denna entydigheten, dvs att det inte kan finnas tva olika
18sningar. : (10p)

6. Black-Scholes ekvation for virdet u av en option kan skrivas pa formen
o —u" +ou +bu=0,

(dar z = exp(s), t =T — %027', s dr priset p& den underliggande aktien, 7 ar tiden,
T 4r inlosentid, o ar den s.k. volatiliteten, b = 2r/o% och a =1 —b, dir r > 0 &r
rantan).

Antar hir att a och b > 0 ar konstanter oberoende av z och ¢.

a) Visa att for u = u(z,t), t > 0 giller

Hlul, O < [fuoll

givet att u(wx,t) — 0 dd x — oo, dér ||v|| betecknar Ly-normen i “rumsled”,
dvs Gver —oo < z < o0 och uy(z) = u(z,0).

Tips: Multiplicera med u och integrera, och utnyttja att u'u = 1(w?).

b} Berakna losningen u(x, ) uttryckt i wp.

Tips: Multiplicera forst med integrerande faktorn e och skriv om ekvationen som
en ekvation for v = e®u(z, t). Notera sedan att den resulterande ekvationen for v
har “fundamenfallosningen”

. 1 - z—atl 2
F(z,t) = \/me @,
Se dir, en kalkyl som gav Nobelpris fér nigra ar sen!! (10p)

Lycka tilll/K.E.

Y




TMA690 Partiella Differentialekvationer F - tentamen 000822 - 16sningar

1. a) Se forel.ant. F1:1-4. Alt. kan u(x,?) t.ex. representera longitudinell
forskjutningen i en balk med densitet (massa per lingdenhet) m och (lokal)
“fiaderkonstant” k, som i F1:8 och projekt 1. Differentialekvationen ut-
trycker kraftjamvikt, dvs att troghetskraften mii dz, yttre krafter fdz, och
spanningsdifferensen d(ku') verkande pa ett segment av ldngd dz av balken
aribalans. Kraften f kan t.ex. vara egentyngden om balken hanger vertikalt.
Randvillkoret u(0,t) = 0 motsvarar att balken sitter fast, (k)u'(1,t) = 0 att
den dr (spannings)fri.

b) Se forel.ant. F2: Multlplicerar ekvationen med ¢ och integrerar m.a.p.
z. Efter partiell 1ntegrat10n av — f (ku')'% dz erhalls (inga randtermer p.g.a.
att 4(0,%) = 0 och v/(1,t) = 0)

1 1
| miiivdz + [ ku'il dz = 0.
0 0
Men detta kan skrivas om som £ E(t) =0, dar

E(t) = Ern(t) + Epa(t) = 2/ da:—i—2/

dvs den totala energin E(¢) (summan av kinetiska energin Ej;,(t) och poten-
tiella energin Ey,(t)) dr oberoende av tiden ¢, dvs konserveras.

2. Se forel. F8:1-4. Ekvationen skrivs om som ett system av tva ekvationer:
mé —muv = 0 (alt. & —v = 0 som i fallet m = 1) och mi — (ku') =
f. Massmatrisen M far nu elementen Ik me;¢; dz och styvhetsmatrisen S
elementen [; k¢;¢) dz. Annars r allt som vanligt!

3. a) Se forel.ant. F5:1-2. Enda modifikationen &r vikten k. Frén ekvationen
for u foljer efter multiplikation med w och partiell integration att

1 1
[ ku'w! dz = / fwdz. (1)
0 0
For godtyckligt v = u + w foljer nu

F(v)=Flu+w)= —|-/ ku'w’dz—/ fwd:c+_/ Vdz > F(u),

/]




ty de tva forsta integralerna tillsammans ar lika med 0, och den tredje ar
> 0.
b} Utforligt redovisat pd en dvning. For k =1 géller

(= UY|I* = fo(u— UY(u—U)de=fy(u-UY(u+U)ds
= [l dx — [§ (U2 dz = —2F(u) + 2F(U),

eftersom f; (u — U)'v'dz = 0 for v € V, speciellt f6r U, och eftersom (tag
w=wui(l)) 2F(w) = ||v']|> - 2 fy fudr = —|{u/||?, och analogt 2F(U) =
|| 2.

c)HEri|r|1rar oss (i det aktuella fallet med en rumsdimension och k& = 1) att
||w' — U'|| € Cl|hf]|, dar C &r en interpolationskonstant. Detta ger |F(U) —
F(u)| < 3CPIRFIP.

4. Se t.ex. CDE sid. 80-83.

5. Se forel.ant. F3:1-6. Antag att a{u;,v) = [(v) Br allav € V for ¢ =
1,2. For skillnaden v = u; — up giller d& p.g.a. lineariteten, a(u,v) = 0,
motsvarande {{v) = 0 med ¥ = 0, dvs frin stabilitetsuppskattningen ||u|| < Z
foljer att ||ul| = 0, dvs u; = ua.

6. a) Multiplikation av ekvationen med udzx och integration éver R =
(—o0, co) ger, efter partiell integration i — [ u"u dz,

/uudx—l—/ dz+a/uud:c+b/u dzx,
R R

dir fpu'udr = £ [r(v?) dr = 0, dvs fRuudI = 14 fpuldzs < 0, eftersom
de andra termerna ir > 0, dvs ||u||2 = fpu®(z,t)dz ir avtagande i tiden,
vilket ger den sikta olikheten. :
b) Multiplikation med e” ger fér v = eu{z,t) ekvationen

v —o" +av =0.

Losningen till denna ekvatlon med begynnelsevérdet d{z) (Dirac funktionen)

ges av F'(z,t) = ﬁe , dvs losningen med begynnelsevarde vy ges av

v(z,t) = [%, Flz -y, t)u ( )dy, dvs u(z,t) = e [2 F(z — y,)uoly) dy,
eftersom vy = e®uy = up.

/



&

TMAGI0 Partiella Differentialekvationer F - tentamen 000523

Hjalpmedel: Beta

Telefonjour /rond: Niklas Eriksson, persons. 0740-459022

Som vanligt betecknar v' och % derivatan m.a.p. z resp. t av v = v(x, ), och
| - || betecknar Ly-norm i z-led.

Vilj 5 av uppgifterna.

1. Betrakta ‘begynnelsevirdesproblemet

—(kv') =ffor0<z < 1,t>0,
u = ug och & = v for t =0,
u(0,t) =0 och v'(1,¢) =0 for ¢t > 0,

dir m = m(z) > 0, k = k(z) > 0, f = f(z,1), uo = up(z) och vy = vy(x) ir
givna, och dér vi soker u = u(z,1).

a) Ge en fysikalisk tolkning av det givna problemet, dvs ange vad ingdende
storheter kan téinkas representera, samt vad ekvationerna uttrycker.

b) Formulera och bevisa den naturliga energlkonserverlngsprmmp som galler
for detta system om f = 0. (10p)

2. Formulera en ldmplig finit elementmetod fér problemet i 1. Beskrivningen
skall vara kortfattad men dnda komplett. (10p)

3. Betrakta, refererande till uppgift 1, motsvarande stationdre problem
~(kv') = f,0 <z < 1,2(0) = v/(1) = 0.

a) Visa att losnmgen till detta problem minimerar energiintegralen Fv) =
1fn k(v')? fgfv dvs att # € V och

F(u) = mip F(v),
1 ett visst funktionsrum V.
b) Visa att for ett motsvarande diskret minimum F(U) = min,ey, F{v) med
UeV, CV giller

1
FU)=F(u)+ 3l -0y
c¢) Ange en a posteriori feluppskattning for det diskreta, energmnmma.t dvs

for |F(U) — F(u)| om V4 bestar av styckvis linjira funktioner pa delintervall
av langd A. (10p}




4. Visa att for den linjira interpolanten u; till u pd ett intervall I = [a,b] av
lingd h = b — q galler
max lu — u| < A2 m?,x|u"|

och _
mIax|u' -yl < hm}ax|u”|.

(10p)

5. Formulera Lax-Milgrams sats samt skissera nigon tillimpning av den-
samma. Hirled stabilitetsuppskattningen i satsen fran gjorda antaganden,
samt med hjilp av denna entydigheten, dvs att det inte kan finnas tva olika

l6sningar. (10p)

6. Black-Scholes ekvation for virdet « av en option kan skrivas pd formen

% —u" +au +bu =0,

(déir z = exp(s), t = T — 2027, 5 r priset pi den underliggande aktien, T &r tiden,

T &r inldsentid, o &r den s.k. volatiliteten, b = 2rfo? ocha=1—b,darr > 0 &r
réntan).

Antar hir att ¢ och b > 0 ir konstanter oberoende av z och ¢.

a) Visa att for u = u(z,t), t > 0 giller '

[lu( M < luoll

givet att u(z,t) — 0 da z — +oo, dir ||v|| betecknar Ly-normen i “rumsled”,
dvs dver —oo < T < 00 och ug(z) = u(x,0).

Tips: Multiplicera med u och integrera, och utnyttja att u'u = §(u?)".

b) Berakna l6sningen u{z,t) uttryckt i ug.

Tips: Multiplicera forst med integrerande faktorn e och skriv om ekvationen som
en ekvation for v = e®®u(z,t). Notera sedan att den resulterande ekvationen for v
har “fundamentallosningen”

T —da Eg
F(z,t) = \/%e" 4: .
Se dir, en kalkyl som gav Nobelpris fér nagra ar sen!! (10p)

Lycka tilll/K.E.




TMAB90 Partiella Differentialekvationer F - tentamen 0005323 - ldsningar

1. a) Se forel.ant. F1:1-4. Alt. kan u(z,?) t.ex. representera longitudinell
forskjutningen 1 en balk med densitet (massa per lingdenhet) m och {lokal)
“fiaderkonstant” k&, som i F1:8 och projekt 1. Differentialekvationen ut-
trvcker kraftjamvikt, dvs att troghetskraften miidz, yttre krafter fdz, och
spanningsdifferensen d(ku') verkande pa ett segment av lingd dz av balken
ar i balans. Kraften f kan t.ex. vara egentyngden om balken hinger vertikalt.
Randvillkoret «(0,t) = 0 motsvarar att balken sitter fast, (k)u'(1,t) = 0 att
den &r {spannings)fri.

b) Se forel.ant. F2: . Multiplicerar ekvationen med @ och integrerar m.a.p.

z. Efter parsiell integration av — fj (ku')'% dz erhalls (inga randtermer p.g.a.
att 2{0,%) = 0 och w'(1,¢) =0)

1 1
/ miiG dz +/ ku't'dz = 0.
0 0
Men detta kan skrivas om som ZE(t) = 0, dir

. — 1 L Sy 2 1 L n2
E(t) = Benlt) + Epr(t) = 5 /0 m(@)? dz + 5/0 k(u')?) dz,
dvs den totala energin E(t) (summan av kinetiska energin Eyn(t) och poten-

tiella energin Ey,.(t)) &r oberoende av tiden ¢, dvs konserveras.

2. Se forel. F8:1-4. Ekvationen skrivs om som ett system av tva ekvationer:
mt —my = 0 (alt. & —v = 0som i fallet m = 1) och mv — (k') =
f. Massmatrisen M far nu elementen [} ma@;@; dr och styvhetsmatrisen S
elementen [ k$;¢; dz. Annars &r allt som vanligt!

3. a) Se forel.ant. F5:1-2. Enda modifikationen &r vikten &. Fran ekvationen
for u fEljer efter multiplikation med w och partiell integration att

/01 ku'w' dz = /OL fwdz. (1)

For godtyckligt v = u + w fbljer nu

Flv) = Flu +w) =F(u)+[Olku’w'd:r-—/Ulfwdz%-/;k(w')gdx?_ F{u),

%



ty de tva forsta integralerna tillsammans r lika med 0, och den tredje ir
> 0.
b) Utforligt redovisat pa4 en Gvning. For &k = 1 giller

1w = UY1i? = fy(u = UY(u~U) dz = fy(u - U)(u+U) dz
= fy(w)dz — [ (U)de = —2F(u) + 2F(07),

eftersom [y (u ~ U)v'dz = 0 for v € V}, speciellt f5r U, och eftersom (tag
w=ui(l)) 2F(u) = [|[u|]* - 2 f§ fudz = —{}2/[|?, och analogt 2F(U) =
~[|U"I2.

c) Erinrar oss {i det aktuella fallet med en rumsdimension och & = 1) att
[|[u' = U[| < CllAf}], dér C &r en interpolationskonstant. Detta ger |F(I/) —
Flu)] < 3CIRFI.

4. Se t.ex. CDE sid. 80-83.

5. Se forelant. F5:1-6. Antag att a(u;,v) = I(v) for alla v € V for 4
1,2. For skillnaden u = uy — uy géller di p.g.a. lineariteten, a(u,v) =
motsvarande [{(v) = 0 med v = 0, dvs frin stabilitetsuppskattningen |ju|| <
foljer att ||uf| =0, dvs u, = u,.

RISl

6. a) Multiplikation av ekvationen med udz och integration Sver R
(—o0, 00) ger, efter partiell integration t — [ u”udz,

/ﬁud:z:-l—/(u’)gdx-l-a/ u’ud3:+b/u2d:c,
R g R R

dir fpuuds = 5 Ja(u?) dz = 0, dvs [puudzr = 14 [auldz <0, eftersom
de andra termerna &r > 0, dvs ||u||® = [p?(z,t) dz ir avtagande i tiden,
vilket ger den s6kta olikheten.

b) Muliiplikation med e* ger for v = e®u(z,t) ekvasionen:
v—v" +av’ =0.

Lésningen till denna ekvation med begynnelsevirdet §(z) (Dirac funktionen)

2 —nt|?

iy 1L 1]l .. "
ges av F(z,t) = Ti;;e =, dvs losningen med begynnelsevirde vy ges av

v{z,t) = 2 Fz — v, thw(y) dy, dvs u(z, t) = e [% F(z - y, t)uoly) dy,
eftersom vy = ePuy = u,.
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