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1. (a) Vilka av f�oljande p�ast�aenden �ar sanna?i. Funktionen f(n) = n2 + n+ 1 �ar O(n2).ii. Funktionen f(n) = n2 �ar O(n2 + n+ 1).iii. Funktionen f(n) = n logn �ar O(n+ logn).iv. Funktionen f(n) = n+ logn �ar O(n logn).v. Funktionen f(n) = pn �ar O(log n).vi. Funktionen f(n) = logn �ar O(pn).Detaljerade motiveringar kr�avs f�or full po�ang { delpo�ang ges do
k f�orkorrekt svar �aven utan motivering. (6p)(b) F�oljande kodavsnitt i Java ber�aknar en serie av n summor Sj =Pji=0 aif�or j = 0; : : : ; n� 1.for (int j = n - 1; j >= 0; --j) {int sum = 0;for (int i = 0; i <= j; ++i)sum += a[i℄;a[j℄ = sum;}Indata �ar allts�a ett f�alt a med n element. Programmet ber�aknar sedande n summorna Sj o
h lagrar dem i samma f�alt a.Hur beror exekveringstiden av detta kodavsnitt p�a n uttry
kt med hj�alpav O-notation? Ordentliga motiveringar ska ges. F�or att f�a full po�ang skaO-komplexiteten vara s�a bra som m�ojligt { det ska vara en \skarp" upp-skattning. (Man anv�ander ibland notationen �(g(n)) f�or s�adana skarpauppskattningar). (6 p)



2. Din uppgift �ar att implementera en abstrakt datatyp f�or listor/sta
kar somman kan utf�ora operationen append p�a. En s�adan abstrakt datatyp kan rep-resenteras av f�oljande Java-gr�anssnitt:publi
 interfa
e List {publi
 void nil ();publi
 boolean isEmpty ();publi
 void push (Obje
t a);publi
 Obje
t top ();publi
 void pop ();publi
 void append (List bs);}Ett List-objekt ska kunna representera en lista/sta
k as av godty
klig l�angdm. N�ar man anropar metoden nil() ska en tom lista lagras i objektet. N�arman anropar metoden push(a) ska ett nytt element a l�aggas till i b�orjanav listan. N�ar man anropar metoden top() ska f�orsta elementet i listanreturneras o
h n�ar man anropar pop() ska f�orsta elementet tas bort fr�anlistan. N�ar man slutligen anropar metoden append(bs) ska den konkateneralistan as med listan bs o
h lagra den i objektet.Om as = 1; 2; 3 o
h man g�or pop blir as = 2; 3 o
h top returnerar elementet1. Om man g�or push p�a ett objekt som inneh�aller talet 4 blir as = 4; 1; 2; 3o
h om man g�or append med listan bs = 4; 5 s�a blir as = 1; 2; 3; 4; 5 efterkonkateneringen.(a) Din uppgift �ar att skriva en Java-klasspubli
 
lass SinglyLinked implements List { ... }som implementerar gr�anssnittet med hj�alp av enkell�ankade listor som harpekare b�ade till f�orsta o
h sista elementet i listan (se t ex Budd sid 185l�angst ned till h�oger). Om listan �ar tom ska b�ada pekarna vara nollpekarenull. (8 p)(b) Rita en �gur som visar vilken enkell�ankad lista enligt ovan som repre-senterar listan/sta
ken 1; 2; 3. (2 p)(
) Ange vilken asymptotisk tidskomplexitet dina metoder har uttry
kt somfunktion av l�angden m av listan as, o
h i fallet med append uttry
ktsom funktion som eventuellt kan bero b�ade p�a l�angden m av listan aso
h l�angden n av listan bs. Som vanligt ska du f�orst�as anv�anda digav O-notation, o
h f�or att f�a full po�ang ska dina metoder ha optimaltidskomplexitet. (3 p)



3. Antag att du vill lagra heltal s�a att du kan s�oka efter dem p�a ett e�ektivts�att. F�or detta �andam�al kan man t ex anv�anda hashtabeller, AVL-tr�ad ellerskip-lists.F�or att illustrera hur dessa datastrukturer fungerar f�ar du nu i uppgift attlagra talen 12, 44, 13, 88, 23, 94, 11, 39, 20, 16 o
h 5.(a) Antag f�orst att du lagrar talen i en hashtabell med 11 
eller o
h anv�anderhashning med hinkar (\hashing using bu
kets"). Din hashfunktion �arh(i) = (2i+ 5)mod 11Du ska nu rita den hashtabell som du f�ar genom att s�atta in talen ovani ordning. (3 p)(b) I den andra varianten ska du o
ks�a anv�anda hashtabeller, men i st�alletanv�anda �oppen adressering n�ar kollisioner uppst�ar. Anv�and samma hash-funktion som ovan o
h den enklaste varianten av \linear probing" d�arman v�aljer n�asta lediga 
ell (mod 11). I det h�ar fallet ska du o
ks�a ritaden slutgiltiga hashtabellen men h�ar �ar det viktigt att du motiverar idetalj varf�or elementen ligger d�ar de ligger. (3 p)(
) I den tredje varianten ska du lagra talen i ett AVL-tr�ad. Du b�orjarmed ett tomt AVL-tr�ad o
h s�atter in talen ett efter ett med hj�alp avstandardalgoritmen f�or ins�attning i AVL-tr�ad. Denna algoritm har tv�asteg: (i) anv�and algoritmen f�or ins�attning av ett nytt element som ettl�ov i ett bin�art s�oktr�ad; (ii) om det resulterande tr�adet inte �ar ett AVL-tr�ad (dvs h�ojdbalanserat) s�a utf�or \rotationer/trenodsomstrukturering"s�a att tr�adet �anyo blir balanserat.Din uppgift �ar att f�orklara hur AVL-tr�adet med ovanst�aende 11 elementsu

essivt byggs upp. Du beh�over inte rita alla 11 stegen { det r�a
ker attdu ritar de steg d�ar tr�adet beh�over ombalanseras. Det �ar do
k viktigtatt du f�orklarar prin
ipen bakom ombalanseringen. (T�ank p�a att det �arl�att att g�ora fel!) (5 p)(d) I den fj�arde varianten ska du bygga en skip-lista. H�ar r�a
ker det attdu ritar den slutgiltiga skip-listan som inneh�aller 11 element. Eftersomins�attningsalgoritmen f�or skip-listor beh�over slumptal f�or att avg�ora omett visst element ska s�attas in i \omk�ornings�len, omomk�ornings�len, ..."f�ar du h�ar en serie slumptal:0; 0; 1; 0; 1; 1; 0; 0; 0; 1; 1; 1; 0; 1; 0; 1; 1; 0; 1; 0; 0; : : : :H�ar betyder 1 att elementet ska vara med i omk�ornings�len, et
, o
h 0betyder att det inte ska det. (3 p)Som alltid �ar det viktigt att du motiverar dina l�osningar, inte minst f�or attdet g�or det m�ojligt att ge delpo�ang f�or ej helt korrekta l�osningar!



4. (a) Skriv en algoritm som avg�or om ett givet bin�art tr�ad har heap-egenskapen,dvs att varje f�or�alder �ar mindre �an sina barn enligt en viss given ord-ning! Det r�a
ker h�ar om du skriver \pseudokod", som do
k m�aste varatillr�a
kligt detaljerad f�or att kodningen i Java ska bli rutinm�assig. (7 p)(b) Vilken tidskomplexitet har ditt program? Motivera! F�or full po�ang p�auppgiften ska den asymptotiska komplexiteten vara s�a bra som m�ojligt.(4 p)5. Antag att du exekverar de fyra sorteringsalgoritmerna ins�attningssortering(insertion sort), mergesort, qui
ksort o
h 
ountingsort (bu
ketsort) p�a(a) f�alt med identiska element, t ex 1; 1; 1; 1; 1; 1;(b) f�alt med alternerande element, t ex 1; 2; 1; 2; 1; 2.Hur beror exekveringstiden p�a indatastorleken n uttry
kt med hj�alp av O-notation?Analysen av qui
ksort beror p�a implementeringsdetaljer - hur man v�aljer piv-otelement o
h vad man g�or n�ar man j�amf�or tv�a lika element. I den h�aruppgiften ska du anta att du har en naiv variant av qui
ksort d�ar man alltidv�aljer f�orsta elementet i ett osorterat delf�alt som pivotelement p, o
h sedanlagrar alla element < p f�ore p o
h alla element � p efter p. (10 p)



L�osningar till tentamen idatastrukturer f�or D2TDA 131l�ordagen den 22 de
ember 20011. Kom ih�ag att f(n) �ar O(g(n)) omm det �nns positiva konstanter 
; n0 s�a attf(n) � 
g(n) f�or alla n � n0.(a) i. Funktionen f(n) = n2 + n + 1 �ar O(n2) eftersom n2 + n + 1 � 3n2f�or alla n � 1. Konstanterna i de�nitionen ovan kan allts�a v�aljas till
 = 3 o
h n0 = 1.ii. Funktionen f(n) = n2 �ar O(n2+n+1) eftersom n2 � n2+n+1 f�oralla n � 0. H�ar �ar 
 = 1 o
h n0 = 0.iii. Funktionen f(n) = n logn �ar inte O(n + logn). Vi beh�over visa attf�or alla positiva 
; n0 �nns det n � n0 s�a att n logn > 
(n + logn).Men eftersom n+ logn < 2n r�a
ker det med att hitta n � n0 s�a attn logn > 2
n. Detta g�aller om logn > 2
 vilket �ar fallet om n > 22
.iv. Funktionen f(n) = n+logn �ar O(n logn) eftersom n+logn < 2n �n logn om 2 � logn, dvs om n � 4. H�ar �ar 
 = 1 o
h n0 = 4.v. Funktionen f(n) = pn �ar inte O(log n). Vi beh�over visa att f�or allapositiva 
; n0 �nns det n � n0 s�a att pn > 
 logn. Men om vi s�atterk = pn ser vi att detta �ar ekvivalent med att �nna k � k0 = pn0s�a att k > 
 log k2 = 2
 log k. Men detta kan vi g�ora eftersom k inte�ar O(log k).vi. Funktionen f(n) = logn �ar O(pn) eftersom logn = 2 logpn < 2pneftersom log k < k. V�alj allts�a 
 = 2 o
h n0 = 0 t.ex.(b) Den yttre for-loopen exekveras n g�anger o
h den inre exekverasn+ (n� 1) + � � �+ 2 + 1 = n(n+ 1)2g�anger. Antag att det tar k0 tidsenheter att terminera den yttre loopen,maximalt k1 tidsenheter att exekvera varje iteration i den yttre loopen(inklusive den tid det tar att terminera den inre loopen), samt k2 tid-senheter att exekvera satserna i den inre loopen d�ar k0; k1 o
h k2 �arkonstanter oberoende av n. Allts�a �ar sammanlagda tids�atg�angenf(n) � k0 + k1n+ k2n(n+ 1)2Men f(n) �ar O(n2) eftersomk0 + k1n+ k2 n(n+ 1)2 � (k0 + k1)n2 + k22 (4n2) = (k0 + k1 + 2k2)n2om n � 1. 1



2. (a) import java.util.NoSu
hElementEx
eption;publi
 
lass Link {publi
 Obje
t elem;publi
 Link next;publi
 Link (Obje
t a, Link l) {elem = a;next = l;}}publi
 
lass SinglyLinked implements List {private Link first;private Link last;publi
 void nil () {first = last = null;}publi
 void push (Obje
t a) {first = new Link(a,first);if (last == null) last = first;}publi
 Obje
t top () {if (isEmpty()) throw new NoSu
hElementEx
eption();return first.elem;}publi
 void pop () {if (isEmpty()) throw new NoSu
hElementEx
eption();first = first.next;if (first == null) last = null;}publi
 boolean isEmpty () {return first == null;}publi
 void addLast (Obje
t a) {Link aLink = new Link(a,null);if (isEmpty()) {first = last = aLink;}else {last.next = aLink; last = last.next;}}publi
 void append (List bs) {while (! bs.isEmpty()) {addLast(bs.top());bs.pop();}}}



(b) ----------------| first | last | --------------------------- || || |V V-------- -------- --------| | ---> | | ----> | | ----> null--|----- --|----- --|-----| | |V V V1 2 3(
) Alla operationerna utom append i gr�anssnittet �ar O(1). Varje operationhar en maximal exekveringstid som �ar oberoende av m o
h n.Exekveringstiden f�or append �ar O(n) eftersom den g�or en iteration f�orvarje element i listan bs. Exekveringstiden f�or varje iteration �ar O(1)under f�oruts�attning att exekveringstiderna f�or top o
h pop p�a bs �aroberoende av O(1)3. (a) Vi f�ar f�oljande hashkoder h(i) f�or de 11 v�ardena p�a ii : 12 44 13 88 23 94 11 39 20 16 5h(i) : 7 5 9 5 7 6 5 6 1 4 4Om vi anv�ander hashning med hinkar f�ar vi allts�a f�oljande inneh�all ihinkarna 115 88 39 2320 16 44 94 12 13hink : 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10Hinkarna har h�ar fyllts p�a nerifr�an o
h upp.(b) Med �oppen hashning f�ar vi f�oljande h�andelsef�orlopp:12 - l�aggs direkt i 
ell 7.44 - l�aggs direkt i 
ell 5.13 - l�aggs direkt i 
ell 9.88 - 
ell 5 �ar redan anv�and, n�asta lediga �ar 
ell 6.23 - 
ell 7 �ar redan anv�and, n�asta lediga �ar 
ell 8.94 - 
ell 6 �ar redan anv�and, n�asta lediga �ar 
ell 10.11 - 
ell 5 �ar redan anv�and, n�asta lediga �ar 
ell 0.39 - 
ell 6 �ar redan anv�and, n�asta lediga �ar 
ell 1.20 - 
ell 1 �ar redan anv�and, n�asta lediga �ar 
ell 2.16 - l�aggs direkt i 
ell 4.5 - 
ell 4 �ar redan anv�and, n�asta lediga �ar 
ell 3.(
) N�ar man s�atter in element i ett AVL-tr�ad anv�ander man sig f�orst av algo-ritmen f�or ins�attning i ett allm�ant bin�art s�oktr�ad. Om det resulterandebin�ara s�oktr�adet ej �ar h�ojdbalanserat genomf�or man trenodsomstruk-tureringar f�or att �aterst�alla balansen o
h f�a ett korrekt AVL-tr�ad.



Vi g�or su

essiva ins�attningar o
h visar bara de situationer d�a vi beh�over�aterst�alla balansen.Efter ins�attning av 12, 44 o
h 13 f�ar vi f�oljande tr�ad:12\44/13Trenodsomstrukturing (av 12-44-13) ger:13/ \12 44Efter ins�attning av 88, 23 o
h 94 f�ar vi:13/ \12 44/ \23 88\94Trenodsomstrukturering av 13-44-88 ger:44/ \13 88/ \ \12 23 94Efter ins�attning av 11, 39, 20 o
h 16 f�ar vi:44/ \13 88/ \ \12 23 94/ / \11 20 39/16Trenodsomstrukturering av 44-13-23 ger:23/ \13 44/ \ / \12 20 39 88/ / \11 16 94



Slutligen s�atter vi in 5 o
h f�ar:23/ \13 44/ \ / \12 20 39 88/ / \11 16 94/5Trenodsomstrukturering av 12-11-5 ger:23/ \13 44/ \ / \11 20 39 88/ \ / \5 12 16 94(d) Vi f�ar f�oljande skip-lista1111 20 8811 13 16 20 39 885 11 12 13 16 20 23 39 44 88 94Se Budd sid 224-225 f�or en f�orklaring av pekarstrukturen som o
ks�a ska�nnas med i ett korrekt svar.4. (a) En rekursiv de�nition ser ut s�a h�ar.Ett bin�art tr�ad har heapegenskapen omm (i) v�anstra deltr�adet �ar tomteller annars om roten �ar mindre �an eller lika med sitt v�anstra barn o
hv�anstra deltr�adet har heapegenskapen samt om (ii) h�ogra deltr�adet �artomt eller annars om roten �ar mindre �an eller lika med sitt h�ogra barno
h h�ogra deltr�adet har heapegenskapen.Vi visar h�ar hur man kan g�ora en implementering i Java av denna de�-nition f�orutsatt att vi har f�oljande gr�anssnitt f�or en abstrakt datatyp avbin�ara tr�ad med heltal i noderna.interfa
e BinTree {publi
 int root ();publi
 BinTree left ();publi
 BinTree right ();publi
 boolean isEmpty ();}D�a kan vi skriva isHeap-programmet p�a f�oljande s�attpubli
 
lass isHeap {publi
 boolean isHeap (BinTree t) {if (t.isEmpty()) return true;BinTree tleft = t.left();BinTree tright = t.right();boolean leftOk = true;boolean rightOk = true;



if (! tleft.isEmpty())leftOk = t.root() <= tleft.root() && isHeap(tleft);if (! tright.isEmpty())rightOk = t.root() <= tright.root() && isHeap(tright);return leftOk && rightOk;}}(Koden testar som sig b�or heap-egenskapen med avseende p�a � i st�alletf�or < som det st�ar i uppgiften.)Svar i pseudokod som t ex approximerar ovanst�aende kod v�al godk�annso
ks�a.(b) Exekveringstiden f�or isHeap(t) �ar O(n) om n �ar antalet noder i tr�adet.Man ser att tiden f(n) f�or att ber�akna isHeap(t) �ar summan av dentid det tar att utf�ora de tv�a rekursiva anropen o
h den maximala tid k(oberoende av n) det tar att exekvera �ovriga instruktioner. Vi har h�arf�orutsatt att alla operationerna i gr�anssnittet �ar implementerade s�a attderas exekveringstid �ar O(1). D�arf�or �ar f(n) � kn.5. (a) Listor med identiska element.Insertion sort �ar O(n) eftersom listan redan �ar sorterad o
h vi beh�overd�arf�or bara utf�ora en j�amf�orelse vid varje ins�attning, dvs en iterationav den inre loopen.Merge sort �ar O(n logn). Analysen av mergesort �ar likadan som omindata �ar en godty
klig lista. (Se sid 163-165 i Budd.)Qui
ksort �ar O(n2). Pivotelementet �ar 1 o
h alla andra element kom-mer att hamna i den h�ogra partitionen � 1. D�arf�or redu
eras prob-lemet att sortera n element bara till att sortera n � 1 element.Tidskomplexiteten ges d�arf�or av en aritmetisk serie liknande deni uppgift 1(b) o
h �ar allts�a O(n2).Counting sort �arO(m+n) (d�arm v�ar antalet v�arden som kan f�orekommai indata) oberoende av hur indata ser ut. Om vi dessutom antar attm �ar en konstant � 1 s�a kan vi f�orenkla svaret till O(n).(b) Listor med n alternerande element. Vi antar att n �ar ett j�amt tal.Insertion sort �ar O(n2). Vi utf�or h�ar1 + 1 + 2 + 1 + 3+ � � �+ 1 + n2 = n2 + n2Xi=1 ij�amf�orelser (iterationer av den inre loopen). Antalet j�amf�orelser kanallts�a best�ammas till O(n2) efter ett liknande resonemang som i 1(b).Merge sort �ar O(n logn). Analysen av mergesort �ar likadan som omindata �ar en godty
klig lista.Qui
ksort �ar O(n2). H�ar kan det vara till hj�alp att illustrera medett fall, t ex n = 8. Vi visar de tv�a f�orsta mellanresultaten efterpartiotioneringarna o
h markerar pivotelementen med p:1p 2 1 2 1 2 1 21 1 1 1 2p 2 2 2Vi har h�ar allts�a redu
erat problemet till att sortera tv�a listor medl�angden 3 med identiska element. I allm�anhet redu
erar allts�a dennaversion av qui
ksort problemet att sortera en lista med n alternerande



element till problemet att sortera tv�a listor med vardera n2 � 1 iden-tiska element. Eftersom varje s�adan sortering �ar O(n2) enligt (a)blir svaret O(n2).Counting sort �ar O(m + n). Om vi dessutom antar att m �ar en kon-stant � 2 s�a kan vi f�orenkla svaret till O(n).


