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1. För ett bestämma värmekapaciteten för en gas genomför man följande
försök. En mol av gasen, som fr̊an början har temperaturen 90 ◦C,
expanderas adiabatiskt (och kvasistatiskt) till den dubbla volymen.
Därefter komprimeras den vid konstant temperatur till ursprungsvoly-
men. Det till omgivningen avgivna värmet uppmäts till 1.33 kJ.
Bestäm gasens värmekapacitet cV per mol gas! Du f̊ar anta att gasen
kan behandlas som ideal med temperaturoberoende värmekapacitet.
Rita ocks̊a upp processen i ett PV-diagram!

2. Betrakta tre identiska system A1, A2 och A3. Systemen har tempe-
raturoberoende värmekapaciteter, C = a, där a är en konstant. Fr̊an
början har systemen begynnelsetemperaturerna T1, T2 respektive T3 (i
Kelvin). Vi utnyttjar nu dessa tre system för att utvinna arbete med
hjälp av en värmemoter. Hur mycket arbete kan maximalt utvinnas
fram till dess att systemen antagit en gemensam sluttemperatur? Vad
blir sluttemperaturen? Vad blir sluttemparaturen om man inte tar ut
n̊agot arbete?

Antag nu att ett av systemen, A3, görs mycket större s̊a att det
fungerar som en värmereservoar, dvs C1 = a, C2 = a och C3 → ∞.
Antag samma begynnelsetemperaturer som ovan. Vad blir nu det max-
imala arbete som kan utvinnas fram till dess att de tv̊a systemen och
reservoaren har antagit en gemensam sluttemperatur? Vad blir slut-
temperaturen? Vad blir sluttemperaturen om man inte tar ut n̊agot
arbete?

3. I denna uppgift ska du bestämma fryspunkten för havsvatten. Be-
trakta ett lösningsmedel A (vatten) där en liten mängd ämne B (salt)
upplöses. Kemiska potentialen för A kan d̊a skrivas p̊a formen

µA = µoA(T, P )− kT NB

NA
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där NA och NB är mängden A respektive B i lösningen, och µoA(T, P )
är kemiska potentialen för rent ämne A (vatten utan salt). Antag att
fruset havsvatten (is) inte inneh̊aller n̊agot salt. Visa att förändringen
av fryspunkten ges av uttrycket

∆Tm = −RT
2
m

Lm
nB

där Tm är fryspunkten, R allmänna gaskonstanten, Lm smältvärmet
för lösningsmedlet och nB antal mol av det upplösta ämnet. Tillämpa
sedan numeriskt p̊a havsvatten. Antag att 1 kg havsvatten inneh̊aller
35 g upplöst koksalt, NaCl. När NaCl löses i vatten disintegrerar saltet
och det bildas Na+ och Cl− joner.

4. För en en-dimensionell harmonisk oscillator gäller att de kvantmeka-
niska energiniv̊aerna ges av uttrycket

En = (n+
1

2
) h̄ω , n = 0, 1, 2, . . .

Motsvarande uttryck för en tre-dimensionell isotrop harmonisk oscilla-
tor med samma vinkelfrekvens ω är

En1,n2,n3 = (n1 + n2 + n3 +
3

2
) h̄ω , n1, n2, n3 ∈ {0, 1, 2, . . .}

Antag att b̊ada oscillatorerna är i jämvikt med en temperaturreser-
voar vid temperaturen T . För vilken temperatur blir sannolikheten
densamma för att finna den en- och den tre-dimensionella oscillatorn
med energin (7/2)h̄ω?

5. För en viss halvledare gäller att tillst̊andstätheten kan approximeras
enligt

g(ε) =


acV d̊a ε > εc ledningsband
0 d̊a εc > ε > εv energigap
avV d̊a εv > ε valensband

där ac och av är tv̊a konstanter, V systemets volym och ∆εg = εc− εv
bandgapet. Vid T = 0 är alla tillst̊and i valensbandet fyllda med
elektroner och ledningsbandet är tomt. Bestäm tätheten av lednings-
elektroner i ledningsbandet som funktion av temperaturen T . Ditt
uttryck för tätheten av ledningselektroner f̊ar endast inneh̊alla kon-
stanterna ac, av och ∆εg, samt temperaturen T och naturkonstanter.
Du f̊ar anta att | µ− εv | � kT och | µ− εc | � kT , där µ är kemiska
potentialen.
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1.
1→ 2 isentrop

PV γ = konst.⇒ TV γ−1 = konst.⇒

T2 = T1

(
V1
V2

)γ−1
=

T1
2γ−1

.

2→ 3 isoterm

W2→3 = −
∫
PdV = −RT2

∫
dV

V
= RT2 ln 2

∆T = 0⇒ ∆U = 0⇒W2→3 = −Q2→3 = Qut = 1,33 kJ

⇒ Qut =
RT1 ln 2

2γ−1
⇔ γ − 1 =

ln RT1 ln 2
Qut

ln 2
= 0.654

Samtidigt vet vi att{
γ = CP

CV

CP − CV = R
⇒ CV =

R

γ − 1
= 1,53R = 12,71

J

K

2. Maximalt arbete då ∆Stot = 0. Ur detta kan man bestämma sluttem-
peraturen Tf

∆Stot =

∫ Tf

T1

CdT

T
+

∫ Tf

T2

CdT

T
+

∫ Tf

T3

CdT

T
= a ln

T 3
f

T1T2T3

∆Stot = 0⇔ Tf = 3
√
T1T2T3,

dvs det geometriska medelvärdet av begynnelsetemperaturerna. Arbe-
tet som utvinns vid denna process kan man räkna ut från energikon-
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servering (värme som tillförs ett system räknar vi som positiv):

Wmax = Wut = −
∑
i

Qi = −
∑
i

∫ Tf

Ti

CdT = a(T1 + T2 + T3 − 3Tf ) =

= 3a

(
T1 + T2 + T3

3
− Tf

)
,

och om man drar sig till minnes att det geometriska medelvärdet är
mindre än det aritmetiska så ser man att Wmax ≥ 0, med likhet endast
om T1 = T2 = T3, passande nog.
Om inget arbete tas ut (Wut = 0) så blir sluttemperaturen

Tf =
T1 + T2 + T3

3
,

vilket tycks rimligt.

Om nu C3 → ∞ så kan tredje systemets temperatur inte ändras, och
oavsett om vi tar ut arbete eller ej blir därför sluttemperaturen T3.
Totala entropiförändringen blir nu

∆Stot =

∫ T3

T1

CdT

T
+

∫ T3

T2

CdT

T
+
Q3

T3
= a ln

T 2
3

T1T2
+
Q3

T3

Maximala arbetet ges fortfarande då ∆Stot = 0, dvs då

Q3 = aT3 ln
T1T2
T 2
3

.

Detta arbete blir

Wmax = −
∑
i

Qi = −(a(T3 − T1) + a(T3 − T2) +Q3) =

= a

(
T1 + T2 − T3

(
2 + ln

T1T2
T 2
3

))
,

eller om man så vill

Wmax = aT3(f(x1) + f(x2)), där xi =
Ti
T3

och f(x) = x− 1− lnx.

Eftersom f(x) ≥ 0,∀x > 0, så ser man att det maximala arbetet även
här är ickenegativt (och dessutom 0 endast om T1 = T2 = T3).

3. Jämviktsvillkor:

µ◦, liquidA (T,P )− kT NB

NA
= µ◦, solidA (T,P ).
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Jämvikt för rent lösningsmedel:

µ◦, liquidA (Tm,P ) = µ◦, solidA (Tm,P ).

Både för fast och flytande kan man utveckla

µ◦A(T,P ) ≈ µ◦A(Tm,P ) + ∆Tm
∂µ◦A(Tm,P )

∂Tm
= µ◦A(Tm,P )− s◦∆Tm,

där ∆Tm = T − Tm och s◦ är entropin per molekyl. Detta ger

−s◦, liquid∆Tm − kT
NB

NA
= −s◦, solid∆Tm,

vilket under antagandet T ≈ Tm ger(
s◦, liquid − s◦, solid

)
∆Tm = −kTm

NB

NA
.

Smältvärmen för NA partiklar ges av

Lm = NATm

(
s◦, liquid − s◦, solid

)
,

och förändringen av fryspunkten blir

∆Tm = −kT
2
m

Lm
NB = −RT

2
m

Lm
nB.

I det tillämpade fallet har vi

Tm = 273 K

Lm = 333
kJ

kg
(heat of fusion, T – 1.5 i Physics Handbook)

och

35 g NaCl ∼ 0,599 mol NaCl ∼ 1,2 mol joner

⇒ nB = 1,2 mol/kg.

Alltså

∆Tm = −RT
2
m

Lm
nB = −2,23 K.

Fryspunkten sänks alltså med 2,2 grader.

4. (a) 1-dimensionell:

En = (n+ 1/2)h̄ω

Z1 =

∞∑
n=1

exp{−β(n+ 1/2)h̄ω} =
x1/2

1− x
, där x = exp{−βh̄ω}

P1(
7

2
h̄ω) =

1

Z1
x7/2.
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(b) 3-dimensionell:

En1,n2,n3 = (n1 + n2 + n3 + 3/2)h̄ω

Z3 =
∞∑

n1=1

exp{−β(n1 + 1/2)h̄ω}
∑
n2

· · ·
∑
n3

· · · =

= (Z1)
3 =

(
x1/2

1− x

)3

.

Energin 7h̄ω/2 kan uppnås på 6 olika sätt (energinivån är 6-faldigt
degenererad), vilket ger

P3(
7

2
h̄ω) =

1

Z3
6x7/2.

Vi söker nu temperaturen där sannolikheterna är lika:

P1 = P3 ⇔
1

Z1
x7/2 =

1

Z3
6x7/2 ⇔

1

Z1
=

6

Z3
eller x = 0.

x = 0 ⇔ T = 0, vilket är en lösning. Eftersom Z3 = (Z1)
3 ges den

andra lösningen av

Z2
1 = 6⇔ x = 6(1− x)2 ⇔ x2 − 13

6
x+ 1 = 0⇔

x =
13

12
±

√(
13

12

)2

− 1 =
13± 5

12
.

Eftersom x < 1 (βh̄ω > 0) är bara “minus-lösningen” giltig, vilket ger

x =
8

12
=

2

3
⇔ −βh̄ω ln

2

3
⇔

⇔ T =
h̄ω

k ln 3
2

= 2,466
h̄ω

k
.

5. Antal elektroner i ledningsbandet:

Ne =

∫ ∞
εc

acV

eβ(ε−µ) + 1
dε ≈ acV

∫ ∞
εc

e−β(ε−µ)dε = {x = ε− εc} =

= acV

∫ ∞
0
e−β(εc−µ)e−βxdx = acV e

−β(εc−µ)kT
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Antal hål i valensbandet:

Nh =

∫ εv

−∞
avV

[
1− 1

eβ(ε−µ) + 1

]
dε =

∫ εv

−∞
avV

1

eβ(µ−ε) + 1
dε ≈

≈ avV
∫ εv

−∞
e−β(µ−ε)dε = {x = ε− εv} = avV

∫ 0

−∞
e−β(µ−εv)eβxdx =

= avV e
−β(µ−εv)kT

Laddningskonservering ger

Ne = Nh ⇔ acV e
−β(εc−µ)kT = avV e

−β(µ−εv)kT ⇔

⇔ e2βµe−β(εv+εc) =
av
ac
⇔ 2βµ− β(εv + εc) = ln

av
ac
⇔

⇔ µ =
εv + εc

2
+
kT

2
ln
av
ac
.

Tätheten av ledningselektroner blir därför

ne =
Ne

V
= ace

−β(εc−µ)kT = ackT exp

{
−β(εc − εv)/2 +

1

2
ln
av
ac

}
=

=
√
acavkT exp

{
−∆εg

2kT

}
.
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