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Uppgift 1

En virmeisolerad behallare med en rorlig viagg innehaller en gas (inte nddvandigtvis ideal).
Viaggen halls fixerad sa att gasen har ett tryck P; och volym Vi. Da vaggen slapps fri
expanderar gasen spontant till en volym V5 och ett tryck P, som ar detsamma som om-
givningens. Hur stor &r éndringen i gasens inre energi? (Vaggens massa och friktion da
véggen ror sig kan férsummas) (10p)

Uppgift 2

Ett fast mne innehaller fixerade orenheter i form av joner som upptrader som magnetiska
dipoler med spinn 1. T ett magnetfilt B kan dessa alltsa ta kvantal m = —1,0,1 med
energi €(m) = —Bpum dar dipolmomentet p &r en konstant. Jonerna &r utspridda i
materialet pa sa satt att dom kan betraktas som oberoende. Vad &r jonernas bidrag
till varmekapaciteten C, per mol som funktion av temperaturen vid laga temperaturer
kT << pB om materialet innehaller 1% orenheter ? (10p)

Uppgift 3

En behallare innehaller en viss méngd vatten i jamvikt vid ett tryck och temperatur
sadant att vattnet befinner sig i den kritiska punkten. Behallaren som ar tat och har
konstant volym lamnas sedan for sig sjilv i ett normaltempererat rum (25°C) tills dess
att jamvikt uppnas. Hur stor volymandel av vattnet ar da gas respektive vétska? (10p)

Uppgift 4

I jamvikt mellan tva faser av ett amne vid givet tryck och temperatur géller att Gibbs fria
energi for respektive fas ska vara lika. Harled med hjalp av detta den sa kallade Clausius-



Clapeyrons ekvation som beskriver lutningen pa koexistenskurvan mellan tva faser. (5p)

I jamvikt mellan vatska och gas kan man ofta forsumma vétskans specifika volym i
forhallande till gasens. Om man dessutom antar att gasen kan betraktas som ideal och att
angbildningsvirmet L (uttryckt i J/mol) &r oberoende av temperaturen (6ver betraktat
temperaturinterval) kan man hérleda ett uttryck for tryck som funktion av temperatur.
Hérled detta uttryck givet en punkt Py, Ty pa koexistenskurvan. (5p)

Uppgift 5

Ett experiment gors pa en utspadd 16sning av *He i flytande *He. 3He ér en fermion medan
“He ar en boson. Tétheten for 16sningen dr 145kgm = och den bestar av 1 massprocent
3He. Viamekapaciteten méts och genom att man vet bidraget fran *He vitskan finner man
att bidraget fran 3He atomerna kan beskrivas som en ideal Fermigas med Fermitemper-
aturen Tr = 0.14K. Dock maste man ersiatta massan m for *He atomen med en effektiv
massa m* som tar hansyn till vaxelverkan mellan atomerna. Bestam kvoten mellan den
effektiva massan m* och den verkliga massan m. (*He har spinn 3) (10p)

Uppgift 6

Y
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Figuren visar principen for en turbo, dar de varma avgasarna utnyttjas for att driva en
kompressor som komprimerar bransleblandningen in i motorn. Vi kan behandla bransleblandningen
som en ideal gas med vérmekapaciteter C), =1kJ/kgK och C, = C,/1.4. Féljande virden

ar givna: P; = 100kPa, T} = 30°C, P; = 170kPa, T3 = 650°C och P, = 100kPa.

a) Berdkna tryck och temperatur efter kompressorn, P, och T;. Antag att bade turbinen
och kompressorn arbetar adiabatiskt och reversibelt och att turbinen Gverfor arbete till
kompressorn utan forluster. (5p)

b) Om effekten ut ur motorn W &r 100hk (74kW) och verkningsgraden foér motorn (utan
turbo) ar 30%, hur stort ar da massflodet rm, dvs hur manga kg luft per sekund stréommar
genom motorn. (Flédet kan betraktas som langsamt.) (5p)
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OBS! Denna tentalosning dr prelimindr och kan innehalla fel.

Uppgift 1

Eftersom ingen virme utbyts far vi fran forsta lagen: AE = W, dar W ar arbetet pa
gasen fran omgivningen.

Arbetet som gasen utfor da vaggen forflyttas mot ett det yttre trycket Py, ar P,AV =
Py (Vo = V1)

Vi far alltsa &ndring i inre energi AE = —P5(Vy — V)

Uppgift 2

Eftersom jonerna &ar oberoende kan vi berdkna varmekapaciteten for en jon ur C, =

och E:—agiﬂz dar Z ar tillstandsumman for en jon.

dE
dT

Z =e "+ 1+e” dir v = fuB vilket ger (% =puBE)E = —puB(e® —e™) /(e +1+¢").
Laga temperaturer kT° < pB svarar mot x > 1 vilket ger E ~ —uB/(1 + e™*) och

Cy = ... = k(KB)2enB/KT

Med en tathet av 1% fas da per mol:

B
C, — O.OlR(ﬁ—T)%’NB/kT

Uppgift 3

Massan ar bevarad liksom volymen. Ur tabell fas specifika volymer: i kritiska punkten
v, = 0.003155m*/kg och vid 25°C vy = 0.001003m?/kg och v, = 43.36m?/kg. Massan for
en fas ges av m = V/v, alltsa for masskonservering V/v. =V, /v, + Vi /vy =V, /v, + (V —
V,)/vs déar V' ar totala volymen. Vi soker volymandelen V,/V vilket kan 19sas ut som

1/ve —1/v¢

Vg /V = =0.68
s/ 1/ve —1/ve
Uppgift 4
Se Mandl Kap. 8.4 och 8.5
Uppgift 5
Fermitemperaturen ges idealt av T = Qik(&n)y 3 déar n ar titheten i antal per volym-

senhet, m massan och g = 2 for spinn—1.



Vi har total tdthet (densitet) 145kgm™2 och 1 massprocent *He med massa m = 3u =
5.1-1072"kg. Detta ger n = 0.01145/5- 107" = 3. 10%m 3

Vi kan da berdkna den ideala Fermitemperaturen Tr = 0.34K, for att fa Tr = 0.14K
kréavs alltsa en storre effektiv massa sadan att m*/m = 0.34/0.14 = 2.42

Uppgift 6

a) For adaiabatiskt och reversibla processer for idealgas kan vi anvénda 7P ~7/7. Dessu-
tom har vi entalpidndring for idealgas Ah = C,AT.

Vi kan da berakna T; = 793K och fran forsta lagen for stationédrt flode fas arbetet ur
turbinen W; = C,(T5 — T,) Turbinen driver kompressorn W), = W, och vi far T, fran
Wy = Cp(Ty — 1), vilket ger Ty = 433K. Vi kan berékna trycket P, = 349kPa

b) Verkningsgraden for motorn arn = W/ (mhy) = 0.3, Vilket ger th = W/(0.3C,T3) = 0.57kg/s
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Uppgift 1

Svaren till dessa behover inte motiveras. 2.5 poing per uppgift.

A) Ett system har energinivaer E, med motsvarande magnetisering M, och ar i jamvikt

medieu; varmebad vid temperatur T. Vad ar vinteviardet av syvstemets magnetisering”
8 In &
a) “mam
I.'II:I' Er ﬂ'fr{?_ Hr;t?l.fl Er E—Hrl."i:'f
Hin &
) 55

d) ¥, M,

B) Vilket ord saknas i foljande formulering av termodynamikens andra lag: Entropin for
ett “..." svstem kan inte minska.

a) expanderande

b idealt

¢) isolerat

d) verkligt

C) Vilket bidrag till virmekapaciteten per molekyl av en diatomir ideal gas fas fran ro-
tationer runt molekylens masscentrum i gransen T° — oo !

a) 2kg b) kg

c) C, d) 3

C) Einsteins model for virmekapaciteten hos ett fast &mne ger inte ratt temperaturberoende
vid laga temperaturer. Varfor?

a) gittervibrationer med laga energier tas inte hansyn till

b} modellen innehaller inte en korrekt kvantmekansik formulering

¢) modellen tar inte hansyn till ekvipartitionsprincipen

d) den sa kallade Einsteintemperaturen ar fel



Uppgift 2

Figuren illustrerar ett klassiski exempel pa en adabatisk men ickereversibel process. En
varmeisolerad lada ar partitionerad 1 tva lika stora delar som bada har volymen Vi, Den
ena halvan innehéaller en mol ideal gas vid trycket Py och den andra dr tom. Partitionen
tas bort plitsligt och gasen ar slutligen i jamvikt i hela ladan.

a) Berikna gasens temperatur och trvek i sluttillstandet, (5p)

b} Antag istillet att gasen kan utbyta virme med omgivningen och att partitionen
forflvttas langsamt sa att gasen hela tiden ar i jamvikt, men att sluttillstandet ar det-
samma som ovan., Hur mycket arbete far man da ut ur expansionen? (5p)

Uppgift 3

En varmeisolerad eylinder innehaller 1 liter mattad vattenanga vid temperatur T,=30"C,
a) Vad ér trycket i cylindern? (2p)

Trycket i kolven okas langsamt (reversibelt) till P=400kPa.
b} Vad dr vattnets temperatur 7. (Gp)

¢) Antag att kompressionen sker snabbt sa att den inte kan beskrivas som reversibel, Vad
kan man da sdga om temperaturen T) vid trycket Py7 (2p)

Uppgift 4

En diatomér molekyl har (27 4+ 1)-faldigt degenererade rotationsenerginivaer
i =kalbgiili+1), =012

dér fyq; ar en molekylspecifik konstant,

a) Skriv ner ett utryck for sannolikheten, P, att molekylen finns i ett tillstand med en-
ergin €5. (4p)

b} For kolmonoxid CO giller fyo; = 2.77K. Bestdm den mest sannolika rotationsenergin
for en CO-moleky] vid 10K respektive 300K. (6p)
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Uppgift 5

En luftkonditioneringsapparat kan fungera enligt ovan figur. Varm luft vid temperatur T3
och tryck P, komprimeras adiabatiskt till ett tryvek I3 = Py, Luften kyls av vid konstant
trvek, Py = I, till en temperatur Ty = Ty — Ty — 11 ), dér ev ar en konstant 0 < o < 1,
Diirefter expanderar luften adiabatiskt till atmosfarstryck (P = P,) genom en rotor som
hjialper till att driva kompressorn utan energiforluster. Luften kan behandlas som en ideal
gas med konstant 5 = C,/C, = 1.4 och alla adiabatiska processer kan antas reversibla.

a) Hirled ett utryek fir sluttemperaturen Ty i termer av T; och kvoten @ = Po /Py, (4p)
b) Vad iir den maximala relativa temperatursinkningen = = Z=22 som kan uppnés? {2p)

c) Harled uttrycket 5 = ;'_—I dar 7 ar verkningsgraden fir kvlprocessen och 6 = -'__%] (3
ar alltsd kvoten mellan forindringen i luftens “virmeinnehall” och tillfort arbete W, ) (4p)

Uppgift 6

Med med hjalp av halvledarteknik kan man skapa system dér elektroner begrinsas till att
rora sig pa ett tva-dimensionellt plan. Elektronerna bildar da en sa kallad tva-dimensionell
elektrongas (2DEG). Typiska titheter fir elektronerna i en sadan 2DEG kan vara 107
elektroner /m?,

a) Harled Fermienergin for en 2DEG utryekt i elektrontiatheten, givet fria icke-relativistiska
elektroner (e = B°E2/2m). (8p)

b} Berikna Fermitemperaturen givet elektrontithet enligt ovan. Om man bortser fran
vaxelverkan, kan da elektrongasen beskrivas som en klassisk idealgas om systemets tem-
peratur ar 1K 7 (2p)
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Uppgift 1

a) b
b} ¢
c) b
d) a

Uppgift 2

a) For ett isolerat system giller E=konstant och fir idealgas E=E(T). Alltsa sluttemper-
atur Ty =Ty = PDV{.I.I"R.

b} Reversibel isoterm process for idealgas, arbetet pa gasen dW = —PdV = — RT,dV/V.
Alltsé fas arbete Wy, = 37 ° RTodV/V = RTgIn 2

Uppgift 3

Anvind tabell for vatten.

a) Mittad anga vid 30°C svara mot ett trvck pa 4.25kPa

b} Reversibel adiabatisk process, dvs entropin bevarad. Ur tabell fas s,=8.45k] /kgK. For
att fa samma entropi for samma méangd vatten vid 400kPa kravs dverhettad anga, Ur

tabell fas T=600"C

¢) Adibatisk ickereversibel innbir dS > (1. Sluttemperaturen blir alltsa hijgre, T > 600°C

Uppgift 4
a) Py=(2j+ 1)e "4 /Z dir Z = ¥;(2j + 1)e~"% och § = 1/kT.
b) E'Ia:-:imum fas fran % = [ eller % = 0 vilket ger (Z=Z(T) ir oberoende av j)

0= -r+ — Bkf(27 + 1). Vi far alltsd 2j 4+ 1 = /2T /g viket ger j=1 och j=T vid
10K respektive J00K.

Uppgift 5

Fiir adiabatisk frindring av idealgas giller PV = konstant eller TP~ = konstant diir
d = (y—1)/~ = 0. For stationért flide har vi forsta lagen Ah = ¢+w didr Ah dr andringen



i (specifik) entalpi, g dr tillfied virme och w tillfirt arbete. For klassisk idealgas giller
ocksd Ah = ¢, AT,

a) Bade expansionen och kompressionen sker adiabatiskt vilket ger Ty P7* = T3P och
TP % = Ty P, Vi har dessutom givet Py = Py, Py = Pooch Ty = T, — (T, = T). Efter
lite aritmetik fas Ty = T1(1 — & 4+ ax—9).

b) AT/T) = a1 — 27%) vilket ger (AT/T1)max = o fiir P2 — o0,

¢) Verkningsgraden ges av 7= 2= diir hy — hy = epl Ty — T) och Wiy = Wigmp, — e =
eplTo —T)) — q.{Tg —Ty). Med h_]alrp av rakningarna fran a,} far v1 c,._,(T. Tl,]l = e, T ar(1 -

20} och wiy = ... = e Tior(a® — 2+ a—7) vilket ger = =2 = = L

Uppgift 6

a) Fermienergin ep fas frin N = [§% f(e)de dar f(e) dr tillstandstatheten som vi alltsi
behover berdkna. Tillsandstdtheten i varje rikining i k-rummet och per spinpolarisation
ges av 2=dk vilket i tvi dimensioner ger f(k)d%k = 2&=d®k = Lkdk, Med € = K*k*/2m
och de = Ia.zkdkfm far vi alltsa f(e)de @de. Vi kan da utfora integralen vilket ger

(P = n— dir n = N/L? ir elektrontitheten.

b} Givet tiatheten n = 10'71/m? kan vi berikna Ty = ep/k = 2784K. For att beskriva
en Fermivatska som en klassisk idealgas kravse T =2 Tp, vilket alltséa inte ar fallet vid
T=1K.
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Uppgift 1

Svaren till dessa behdver inte motiveras. 2.5 poang per uppgift.

A) En ideal gas expanderar adiabatiskt och kvasistatiskt mellan ett tillstand ¢ och ett
tillstand f. Vilket av foljande pastaenden ar falskt:

a) Ingen véarme flodar in eller ut fran systemet

b) Gasens entropi ar konstant, S; = Sy

c) Andringen av gasens inre energi ges av — fif PdVv

d) Gasens temperatur ar konstant, T; = T

B) Givet ett system i termisk jamvikt vid temperatur 7 som har kvantillstand ¢ med
energier F;. Vad representerar foljande uttryck: Y, Eje™5i/kT /> e~ Ei/kT

a) Tillstandssumman

b) Sannolikhet att systemet har energi E;

c¢) Véntevirdet av energin

d) Systemets entropi

C Den genomsnittliga kinetiska energin for ledningselektronerna i en metall dr mycket
storre an k7. Varfor?

a) Elektronerna har en extra spinn-frihetsgrad.

b) Elektronerna ar inte i termisk jimvikt med gittret.

c¢) Elektronerna bildar en degenererad fermigas

d) Elektronerna har relativistiska hastigheter

D En mix av syrgas O och kvévgas N, halls vid konstant temperatur. Vad &r férhallandet

;g&ﬂ mellan genomsnitliga farten for molekylerna?
a) 8/7 b) 1/8/7
c) (8/7)° d) \/7/8



Uppgift 2

Ett kilo vatten i form av is vid 0°C varms pa en spis i ett vanligt kok dar det ar 20°C. Vat-
tnet forangas i kastrullen men nagon har glomt sitta pa spisflikten sa vattnet kondenseras
pa viggarna i koket. Hur mycket har entropin for vattnet dndrats ett par minuter efter att
allt vatten kokat ur kastrullen? Man kan anta att vattnets virmekapacitet i vatskefasen
ar oberoende av temperatur. (10p)

Uppgift 3

En solpanel som utvinner virme fran solstralningen bor utformas sa att den absorberar
sa mycket av solens stralning som mdjligt samtidigt som virmeforlusterna pa grund av
stralning fran panelen minimeras.

Den utstralade effekten per areaenhet fran panelen P, kan skrivas
P.(w,T) = a(w,T)P;s . (w,T)

dar Py (w,T) = icus,k(w,T) ar effekten fran en svartkroppstralare och wu,g(w,T’) ar
energitdtheten enligt Planks stralningslag. Funktionen 0 < «a(w,7’) < 1 &r absorbtion-
skoefficienten som bestdmmer hur stor andel av infallande stralning med frekvensen w
som absorberas av panelen om denna har en temperatur 7. Antag panelens temperatur
T = 300K och att solen kan approximeras som en svartkroppsstralare vid Ty = 6000K

Beskriv kvalitativt hur absorbtionskoefficienten for panelen bor se ut som funktion av
frekvensen? Berédkna vid vilka frekvenser « ska vara stor respektive liten. (10p)

Uppgift 4

En vit dvarg ar ett extremt kompakt astronomiskt objekt som bestar i huvudsak av
joniserade atomer och elektroner. Det termiska trycket ar forsumbart och istéllet dr det
trycket fran den starkt degenererade elektrongasen som balanserar gravitationen. For
en icke-relativistisk elektrongas dir fermihastigheten &r mycket ligre dn ljushastigheten
(v << c) galler for trycket P, = 2/5(N/V)er ~ p' med I' = 5/3 och dir p = N/V
ar elektrongasens densitet. Man kan visa att for stabilitet kravs I' > 4/3 vilket alltsa
innebar att dvargen normalt ar stabil. Dock 6kar fermihastigheten med densiteten sa att
for tillrackligt hoga densiteter blir elektronerna relativistiska, vp ~ ¢

Hérled trycket for en fullstédndigt degenererad (7' = 0) fermigas i den extremt relativistiska
griansen dar energin ges av € = pc. Ar dvérgen stabil i denna grians? (10p)



Uppgift 5

BRANNARE —f—

KOMPRESSOR

Lo ¢
—

Figuren visar en skiss av en jetmotor. Luft flodar in vid atmosfarstryck (P; = 0.1MPa) i
munstycket och komprimeras adabatiskt. Forbranningen sker vid konstant tryck varefter
gasen expanderar adiabatiskt genom turbinen. Trycket (P;) efter turbinen &r just sadant
att arbetet som fas ur turbinen ar lika stort som arbetet som kravs for att driva kompres-
sorn. Efter turbinen expanderar gasen igen adiabatiskt till atmosférstryck (P; = 0.1MPa).

Antag att man kan behandla luften som en idealgas med virmekapaciteter C, = 1.0kJkg K !
och C, = C,/1.4, att gasen flodar langsamt in i kompressorn och att alla adiabatiska
processer kan antas vara reversibla. Antag temperatur vid inflodet 77 = 15°C, tryck
efter kompressorn P, = P; = 1.0MPa och maximal temperatur efter forbranningen

T3 = 1100°C. (Tips: kom ihag H=H(T) for ideal gas.)

a) Berdkna trycket efter generatorn (Py). (7p)
b) Beridkna utgangshastigeten av luften efter expansion i munstycket (5). (3p)

Uppgift 6

Ett fast enatomigt &mne placeras in en vakuumbehallare vid en temperatur 7. Efter ett
tag uppnas jamvikt i behallaren da en viss del av amnet ar i gasform. Jamvikt ges som
bekant av att Gibbs fria energi per atom ska vara lika i de bada faserna vilket for given
temperatur T svarar mot ett visst tryck P.

a) Antag att varje atom i det fasta &mnet har en bindningsenergi ¢y och har vibrations-
frihetsgrader som kan beskrivas som en 3-dimensionell harmonisk oscillator med frekvens
wg. En atom har alltsa energispektrum e = —e¢y + hwg(n, + ny + n,) dir ng,n,,n, > 0.
Berakna Gibbs fria energi per atom utryckt i wg, €g och T givet att man kan forsumma
den specifika volymen i den fasta fasen. (5p)

b) Skriv ner Gibbs fria energi per atom for gasen i termer av atommassa, temperatur och
tryck givet att den kan behandlas som en enatomig idealgas.(3p)

c) Med hjilp av (a) och (b) skriv ner ett utryck for angtrycket P. (2p)
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Uppgift 1
(A):d
B):c
O):c
(D):d

Uppgift 2

Begynnelsetillstand: is vid temperaturen 7; = 273 K.

Sluttillstand: vatten vid temperaturen Ty = 293 K (forutsatt att temperaturen pa viggytan
ar densamma som inuti koket).

Entropidndringen beror bara pa begynnelsetillstand och sluttillstand. Vi behover inte bry

oss om hur processen i detalj har gatt till utan kan rikna pa en enklare process som tar
oss direkt fran begynnelsetillstand till sluttillstand. Entropidndringen kan da skrivas som

dér m &r vattnets massa, / r sméltentalpiteten och c, 4r den isobariska virmekapaci-
tiviteten for vatten.

Siffervirden: m = 1 kg, [ = 333-10° J/kg, ¢, = 4,19-10° J/kg'K, T; och Ty enligt ovan.
Insittning i formeln ovan visar att sméltningen ger en entropiindring pa 1,22 kJ/kg och
uppviarmningen av vattnet ger 0,30 kJ/K, d.v.s. sammanlagt 1,52 kJ/K.

Svar: Entropidndringen &r 1,52 kJ/K.

Uppgift 3

Panelen bor ha maximal absorbtionsférmaga i det frekvensomrade dér solstralningens
intensitet &r storre dn utstralningen och minimal absorbtionsférmaga (och dirmed ocksa
minimal emissionsformaga) i det omrade dér utstralningens intensitet 4r storre. Enligt
Wiens forskjutningslag giller att funktionen u, (@,T) har sitt maximum vid
vinkelfrekvensen @, given av uttrycket

®, =2,82144 k;T

Med T = 6000 K fis @, = 2,22-10" rad/s, och med 7= 300 K fas @, = 1,11-10"* rad/s.
Absorbtionskoefficienten o @) bor alltsda om mojligt vara noll vid sma vinkelfrekvenser
(upp till 10" eller 10" rad/s) och 1 vid hogre vinkelfrekvenser.

[Om man vill avgora exakt var grinsen @ skall ga maste man forst ta reda pa intensi-
teten I, hos den infallande solstralningen och sedan numeriskt 16sa ekvationen

1
U, (a)C”Z;)zus,k. (a)pr)

s




dér oir Stefan-Boltzmanns konstant, 7§ dr solens temperatur och 7), dr panelens
temperatur. Med [, = 1-10° J/m? fas wc =43 10" rad/s.]

Forslag: (@) = 0 i omradet @< 4-10" rad/s, och o @) = 1 i omréadet @> 4-10" rad/s.

Uppgift 4
Trycket p bestdms av formeln
_(OE
p - (WJT,N

Egentligen dr det Helmholtz fria energi F som skall deriveras, men for en fullstandigt
degenererad fermigas giller att F' = E, eftersom entropin dr noll.

Energin per partikel for en degenererad elektrongas ges av uttrycket

E_ Ejgf(,s)d‘s‘

N gj'f(e)de

dir f{¢) dr tillstandstitheten for enpartikeltillstanden (orbitaltitheten). Denna ér relaterad
till tillstandstdtheten f, i p-rummet (p = rérelseméngdens belopp) genom sambandet

dp

e)=f —

7(e)=1, 2
Funktionen f, bestdms enbart av randvillkoren och de Broglies relation mellan vaglingd

och rorelseméngd. Villkoret dr detsamma i den relativistiska griansen som i den icke-
relativistiska. Uttrycket for f,, r i bada fallen

drp®  8xp’
dér faktorn 2 kommer fran antalet spinntillstand. Med p =&/c ger detta

f,=2vV

87e?

373
ch

r(e)=v

Alltsa finner vi att

3

e j£3d£ ;

—=2 ==, d.vs. E==Ne¢,
jezde 4
0

Fermienergin & bestims av villkoret
% 8V, 8V
N = (;[f(e)de— o Js de = e

Slutsatsen &r att & &r proportionell mot (NP

OF E 1IN  1(3r)°(NY"
p: —_— =—=——8F=— R
v ), v 4v ' sl =z v

Vi finner alltsa att /"= 4/3.

. Trycket p kan dirfor skrivas som

Svar: Den vita dvérgen &r instabil i den extremt relativistiska griansen.



Uppgift 5

Kompressorn: Hir genomgar luften en adiabatisk process fran begynnelsetillstandet (p;
=0,1 MPa, Ty = 15°C = 288 K) till sluttillstandet (p, = 1,0 MPa, T, = ?). Ur sambandet
mellan p och T vid en adiabatisk process finner vi att

D

Det arbete wy som krivs for att driva kompressorn ér lika med 6kningen i entalpi for
gasen. For en ideal gas giller att dndringen i entalpi per grad temperaturhdjning ar lika
med den isobariska virmekapaciteten. Riknat per kg gas finner vi alltsa att

w,=c, (T, ~T;)=1,0-10° - (556 - 288) J/kg =268-10° J/kg

1-1/y
I, =1, (&j =288-10"""* K =556 K =283 °C

Brinnaren: Hir tillfors vdrme sa att temperaturen stiger till 73 = 1100°C = 1373 K.
Trycket forblir oférandrat (p3 = p» = 1,0 MPa).

Turbinen: Hir expanderar gasen adiabatiskt fran begynnelsetillstandet (p; = 1,0 MPa, T3
= 1100°C = 1373 K) till sluttillstandet (p4 = ?, T4 = ?). Villkoret att turbinarbetet w,
skall vara lika med kompressorarbetet wy bestimmer sluttemperaturen 74:

Wt ZCP(T;_Tél):Wk ch(T'Z_T;)
T,=T,-T,+T, =(1373-556+288) K=1105 K =832 °C
Sluttrycket p4 fas ur sambandet mellan p och T vid en adiabatisk process:

v 1,4
7 04
po=p| L =1,0~(ﬂj“ MPa = 0,468 MPa
T, 1373

Munstycket: Hir expanderar gasen adiabatiskt fran begynnelstillstandet (ps = 0,476
MPa, T4 = 832°C = 1105 K) till sluttillstandet (ps = 0,1 MPa, Ts = ?). Sluttemperaturen
fas ur sambandet mellan p och T vid en adiabatisk process:

117y 0.1 1-1/1,4
T, =T, bs =1105-(;j K=711K =438 °C
P 0,468

Den energi som frigors i form av rorelseenergi for avgaserna ér lika med minskningen i
entalpi. Harur kan luftens utstromningshastighet v bestimmas:

1
5\/2 :Cp (T4_TS)

v=l2c, (T, T;) =4/21,0-10°- (1105~ 711) m/s =887 m/s

Svar: (a) 0,47 MPa;  (b) 0,89 km/s

Uppgift 6

(a) Om specifika volymen kan forsummas blir Gibbs fria energi g per atom lika med
Helmholtz fria energi f per atom, som vi kan bestimma ur tillstindssumman Z;:

&/ kgT

7 (T):eeu/kBT ok e*hwg(nAJrn‘&nz)/kBT :e—
] ,;)’;)'2) (1_e—hmt/kgr )3
8 (T) =f (T) =—k,TInZ(T)=-¢, +3kBTln(1—e’h“’E/kBT) 0

(b) Gibbs fria energi per atom for gasen ir



3 5 3. 2zmmk,T
g(T,p)=e—Ts+pv=EkBT—kBT(E+lnv+ElnTBj+pv
3/2 5/2
k,T
=_kBT(ln kBT+EIHMj=—kBT1n [Zﬁsz (k) 2
p 2 h h p

ddr m dr atommassan och dér vi eliminerat volymen v med hjélp av ideala gaslagen v =
kBT/p.

(c) Jamviktsvillkoret dr att Gibbs fria energi per atom g (som i enkomponentsystem dr
lika med kemiska potentialen ) skall ha samma virde i bada faserna. Detta ger

3/2 kT 5/2
—80+3kBT1n(1—eh”’f’k’*T)z—kBTln{(zﬂmj (k)

h? p

o i 3/2
In [ j P =%

mo) (kT (1= ) | kT

m " 512 gy ik,T —hay Ik, \?
pz(zﬂhzj (k,T)"" e (1= /M) 3)

Svar: Se ekvationerna (1), (2) och (3) ovan.
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1. I en Carnot-process tillférs virmemaingden 2.70 kJ per cykel. Vid den adiabatiska
expansionen fordubblas volymen. Den l4gsta temperaturen under processen dr 205 K
och gasens tryck &r som légst 1.0 atm. Arbetsmediet dr kvivgas som kan betraktas
som idel.

a) Rita in processen i ett PV- respektive TS-diagram. (2p)

b) Berékna kretsprocessens verkningsgrad. (2p)

c) Hur stort dr det utférda arbetet per cykel? (2p)

d) Hur mycket virme avges per cykel? (2p)

e) Hur mycket varierar temperaturen respektive entropin under processen?
Rikna ut AT och AS. (2p)

2. En diatomér molekyl har rotationsnivéer med energin &) = kT,J(J +1) dér T, ér en

molekylspecifik konstant och dar kvanttalet J ar heltal. Tillstanden ar (2J+ 1 )-faldigt
degenererade. Betrakta en gas av sddana molekyler vid temperatur T.

a) Hur stor andel, n,, av molekylerna i gasen kommer i genomsnitt att befinna sig i
rotationstillstand J? (5p)

b) Vad dr den relativa andelen molekyler i tillstand J i forhallande till molekyler i
grundtillstandet J=0, n/n,. (3p)

¢) Vad ska gilla for att denna kvot ska kunna forenklas till n/n~(2J+1). (2p)



3. Einsteinmodellen f6r virmekapaciteten hos en kristall beskriver varje atom som tre
oberoende kvantmekaniska harmoniska oscillatorer med nadgon materialspecifik
vibrationsfrekvens wy.

a) Hirled viarmekapaciteten fran gittervibrationer som funktion av temperaturen enligt
Einsteinmodellen. (Borja t.ex. genom att berdkna véntevirdet av energin och fran
denna virmekapacitet.) (7p)

b) Visa att for hoga temperaturer aterfas Dulong-Petits lag, C,=3Nk;. Hur kan man
forsta denna utan en kvantmekanisk modell? (3p)

4. En vinter dr teknologen Wille ute och aker skridskor pé en sjo. Wille har hort, fran
en sdker killa, att skridskorna glider léttare pa isen av att isen smélter pa grund av det
hoga trycket som skridskoeggen utdvar pa isen. Ute ér det -4°C och Wille véger 80 kg
efter all julmat. Hur stor far anldggningsytan pa skridskon maximalt vara for att Wille
liitt ska glida fram pé en vattenfilm? Ar det rimligt (motivera med rimliga
antaganden)? (10 p)

5. Ledningselektronerna i koppar kan beskrivas som en ideal Fermivétska med
Fermienergi £,=7eV och dispersion e=m,/*/2.

a) Vid T=0, vad 4r den maximala kinetiska energin for en elektron i koppar och
motsvarande maximal hastighet [V|? (2p)

b) Givet tillstdndstitheten f{p)dp=V8mp’dp/h’ berdkna den genomsnittliga kinetiska
energin € for en elektron.(6p)

¢) Kommer resultaten i a) och b) férindras markant vid rumstemperatur? Forklara.
(2p)
6. Vid fordngning minskar ett amnes densitet radikalt. Bestdm for vatten vid trycket

1 atm och 100°C:

a) Hur stor andel av angbildningsentalpin som utgors av arbete vid forangning av
vatten. (5p)

b) Hur mycket 6kar inre energin i vatten vid forangning (uttryckt i kJ/kg). (5p)



Lisningar tenta 060824
L. i) PY-dingram for Camotprocess, Se exempel vis Fig. 9.5 1§ kursboken:

ﬂ aelfatater

S S Corncts krotsprocess bostar oy bl Isoleriises ceh Tl adisbatiska
processer, Om processen gl | plamas Aktming absarbarar arbotgmedial var
mernEngdert @ medan Varmerkngoen (2. masie avges coh systomet uleallas
BTt arnels W '

TS-diagram for Camotproocess:

5, 5. s

b) Beriikna kretsprooessens verkningserad.
Yerkningsoranden fGr en Camipeooess oes av:



o3

1% _q_
n=1 \Ql\_l

=

Arbetsmediet kan betraktas som ideal gas och i process 2->3, se PV-diagram ovan,
har vi en adiabatisk expansion. For en adibatisk process och ideal gas géller:

pV" = konst. och pV = nRT vilket ger

Y y-1
I, (v, Vi . . .
—~=|—| dvs.n=1-|— ivet 1 uppgiften ar att
T (V2 ) n (V2 ) g ppg

V,=2V, ochy= Cr _ 1.4 for kvévgas
Cy
vilket ger verkningsgranden n =0.24

c¢) Hur stort dr det utférda arbetet per cykel?

Verkningsgrad ges av 1 = g dvs arbetet ges av W = QO
1
Q,=2.70 k] ér det tillférda virmet

vilket ger arbetet per cykel W=0.65 kJ

d) Hur mycket virme avges per cykel?
I kretsprocessen giller:
W=0,-0Q, vilket ger det bortférda virmet Q,=Q,-W=2.05 kJ

e) Hur mycket varierar temperaturen respektive entropin under processen?
Rikna ut AT och AS.

Bestdm AT:
T, (v,\ .. o

T,=205 K och == = —[ fo6r en adiabatisk process.
L \\,

T,=270 K och AT=65 K

Bestam AS:

Entropin dndras under isotermerna, se T-S diagram:



Uppgift 2
a) Rotationsnivaerna ar besatta enligt kanonisk fordelning:

Tot

ny=(2J+1)e " |7
dar

Z= 22J+1)

J=0

och g =1/kT
b) ny/no = (2J + 1)e"ﬁ£9&t

¢) Bt < 1,dvs T > T, J(J+1)

Uppgift 3

a) Energispektrat for en harmonisk oscillator ges av ¢, = hwE( + r). Vantevardet av
energin for en oscillator ges av

dar
—Bhuwp(L+r) T2
WE r)y —
7= Z 1 — e Phwg
Energin blir alltsa
_ hwr
€ = §ﬁwE + T
och foljaktligen for 3N oscillatorer
cv=3n (L) = vk E
v aT (e" — 1)

dar x = hwg /kT.

b) Vid hoga temperaturer kT > hwp (x < 1) kan vi utveckla exponenterna och fa
Dulong Petit C'v = 3Nk. Detta resultat kan vi ocksa fa genom att betrakta 3N klassiska

harmoniska oscillatorer med energi € = 1mv® + 1Kz, Enligt likafordelningslagen har

dessa energi € = %kT + %kT, vilket ger det forvantade resultatet for varmekapaciteten.



4. Andringen av smiltpunkten med #ndrat tryck ges av Claussius-Clapeyrons
ekvation:

dP L
—=——dir
dTT TAV

L=333-10’ J/kg 4r smiltentalpin for och AV ir volyms#ndringen i fasomvandlingen.

Tryckéndringen som behovs for att astadkomma en dndring i sméltpunkt med -4°C
ges da av:

_ATL
TAV

Densiteten for is 4r p,=917 kgm™ och for vatten p,=997 kgm™ vilket ger
AV=(1/p,-1/p,)=-8.75-10° m’kg"', AT=-4 K och T=269 K.
Detta ger nu AP=57 MPa

Tyngdraften fran Wille, som véger 80 kg, pa isen dr F=786 N vilket ger att for att isen
ska smilta far anldggningsytan, A, vara maximalt

A,,=1.410° m’=14 mm’

Ar detta rimligt? Antag att Wille glider fram p4 ett ben i taget och att skridskon &r 25
cm lang. Ger att eggen inte far vara ner 4n d,,,,=56 ym bred. En skridskoskena é&r ju
klart bredare #&n detta, 2 mm, men nér den &r nyslipad 4r profilen konkav och ligger
bara an mot isen vid ytterkanterna varfor 56 ym inte dr orimligt.



Uppgift 5

a) Vid T = 0 ar Fermi-Dirac fordelningen en steg funktion, alla tillstand med € < ¢ ar
besatta, resten ar tomma. Maximala energin ar ¢ = ¢ = 7eV och foljaktligen v,,,, =

v/ 2er/me = 1.6 - 10°m/s.

b) Medelenergi per elektron ar
€= %/OEF ef(e)de
Fran f(p)dp med e = 1p*/m fas f(e)de = ... = Var(2m)3/2\/ede/h?, vilket ger

€= Var (2m)*/* /ep 2de = Var(2m)*2 2 5
0

NI? N2 5F

For att fa ut ett numerisk varde behéver vi V/N i termer av Fermi energin. Berdkna

€r Viar(2m)*?2 4,
N = /; f(ﬁ)dﬁ = .. = TgEF

Slutligen fas alltsa

€= %617 = 4.2¢V

¢) Resultatet b) kommer att andras bara marginellt vid rumstemperatur. Anledningen
ar att T < Ty = ep/k = 81000K sa att endast tillstand mycket nidra Fermi energin
(le — er| ~ ET') paverkas. Foljaktligen andras bara integralen 6ver alla tillstand mycket
lite.

Daremot finns ju vid &ndlig temperatur ingen maximal kinetisk energi som i a), men
tillstand med € > ep har mycket liten sannolikhet att vara besatta.



6. a) Hur stor andel av dngbildningsentalpin som utgérs av arbete vid forangning av
vatten?

For att foranga en viss volym vatten, V,, krévs ett tillfort varme, Q dér

Q=I,m=AH dér [, - &ngbilsningsvarmet, m &r vattnets massa och AH &r
angbildningsentalpin.

Arbetet som utfors vid forangning ges av

W = [pdV = po(Vg - Vv) (konstant tryck p,)

V,-gasens volym, V,-vitskans volym

Andelen arbete i &ngbildningsentalpin ar da:

_8

i o
Wl _ Po(Vs = V) _ Po(Vs=V) Vo J__\Ps

|AH| lvm leVVV leVVV leV

ur tabell A.1.1 fir man:

dngbildningsvirmet [,=2257 kJ/kg samt specifika volymerna v,=0.001044 m*/kg och
v,=1.6729 m’/kg vilket ger densiteten

p,=957 kg/m® och p,=0.5978 kg/m3 och p0=0.10135 MPa (1 atm) var givet

vilket ger IWI/IAHI= 0.075

b) Hur mycket 6kar inre energin i vatten vid forangning (uttryckt i kJ/kg)?
Andringen i inre energin ges av AU=Q+W=Q(1+W/Q)=Q(1-0.075)
Virmet som krivs for att foranga vatten dr Q=2257 kJ/kg vilket ger

AU=2090 kJ/kg
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1. For att smélta 2 kg is, som har temperaturen 0° C, tillfér man vattenanga, som har
temperaturen 100 °C. Sluttillstindet man vill uppna dr vatten vid 0° C.

a) Berékna hur stor méngd anga man behover. (5p)

b) Ber#kna den totala entropiférindringen i systemet. (Sp)

2.1 en kretsprocess genomgar 1 mol kvivgas foljande fyra steg:
1) En isoterm kompression till 1/3 av ursprungsvolymen
2) En isobar expansion dér volymen fordubblas
3) En adiabatisk expansion tillbaka till begynnelsevolymen
4) En isokor process tillbaka till begynnelsetillstandet.

I begynnelsetillstandet &r temperaturen for kviavgasen 300 K.

a) Beridkna viarmeflodet i varje delprocess (7p)

b) Ber#kna kretsprocessens verkningsgrad (3p)



3. En kropp med massa m sitter i en fjaider med fjaderkonstant K och kan vibrera runt
ett jamviktslage x=0. Kroppen befinner sig i en gas vid temperatur T.

a) Berikna kvadratiska medelavvikelsen, < x” >, frén jamviktsliget om kroppen kan
betraktas som klassisk.

b) Kvantmekaniskt kan vibrationerna beskrivas som en harmonisk oscillator

med frekvens w = VK /m kvanttal n=0,1,2,... och energier E, = h(u(n + %) .
Kvadratiska medelavvikelsen ges di av < x* >= % <n>.

Berikna < x? > i detta fall. Hirled fran detta villkoret for att oscillatorn ska kunna
beskrivas som klassisk? (10 p)

4. Ett system bestar av ett stort antal, N, sirskiljbara svagt véixelverkande partiklar.
Varje partikel har tva tillgéingliga tillstdnd med energier 0 och &.

a) Antag att systemet &r slutet och att totala energin dr E=ng, diar 0 < n< N.
Vad ér da sannolikheten att en specifik partikel (sdg partikel nummer 1) har energi &?

b) Om samma systemet i stillet 4r i kontakt med ett virmebad vid temperatur T. Vad
ar temperaturen om véntevirdet av energin for systemet dr < E >=neg?

Finns det nagra begransningar pa n i detta fall? Vad &r sannolikheten att en specifik
partikel har energi €?

(10p)

5.1 en virmemaskin har man tva virmereservoarer om vardera massan 1 kg och
specifika virmekapaciteten 2 kJ kg K™'. Reservoarerna har initialt temperaturerna
-10°C respektive 70 °C. Hur stort arbete kan en sddan maskin maximalt utrétta?

(10 p)

6. En jonfilla for att finga en ensam jon ur en gas bestér av en liten box med ett
elektriskt filt som kan binda joner. Energin for en bunden jon &r -£ (¢>0) relativt
energin da ingen jon &r fangad.

Det visar sig att fillan i bland fangar tva joner. Pa grund av den elektrostatiska
repulsionen mellan jonerna fas da energin -2e+A (A>0). Sannolikheten att fler &n tva
joner fangas kan férsummas. Jongasen har temperatur T och kemisk potential .

Hur ska man justera det elektriska filtet, dvs. vilja energin ¢, for att maximera
sannolikheten att man fangar en jon i fillan? (Dvs. inte noll eller tva.) (10 p)



Losningar tenta 050331

1. T processen att smélta 2 kg is vid 0° C genom att tillfora vattenanga som haller
100°C behover vi betrakta tre varmetermer for att na sluttillstandet vatten vid 0°C:

Q, - Omvandlingen av is vid 0°C till vatten vid 0°C
Q, - Omvandlingen av anga vid 100°C till vatten 100°C
Q; - Avsvalningen av vatten 100°C till 0°C

Vi kan betrakta systemet med is och vattenanga som ett slutet system och da maste
energin bevaras:

0 =0,+04

De tre viarmetermerna kan skrivas som:

O, =ml, dér m; = méngden is och [, = specfika smélbildningsentalpin
Q, =myl, dir m; = mingden &nga och [, = specifika &ngbildningsentalpin
Q; = [myc ,dT = myc AT didr ¢, = specifika virmet for vatten

man far hir anta att ¢ » ar oberoende av T

a) Miéngden anga som man behdver ges nu direkt ur bevarandet av energin:

mily =mgyl, + ATmc ,

m.o Mk
L+ ATc,

c, =418 kl’kgk

I, =2260 kJ/kg

I, =334 Kl/kg

detta ger att m; =0.25 kg

b) For att beridkna entropifoéréndringen betraktar dels éndringen i entropi vid
smaéltingen av is och dels entropidndringen fér omvandlingen fran anga til vatten och
avsvalning av vatten:

AS,,, = AS,(is — vatten) + AS,(dnga — vatten) + AS;(vatten 100° — 0°C)

Vid en fasovergang ges entropidndringen av



AS =— dvs
T
ml; - . s
AS, = . 2.45 kJ/K entropin okar vid sméltning
smdlt
AS, = -;’—l =-1.51kJ/K

kond

Vid avsvalning av vatten frdn 100°C till 0°C ges entropiéndringen av:

273 m
ASy = | 20 4T = mye In 25 < 033 KIK
i 373

AS,, =0.61 kI/K

dvs entropin Okar i processen vilket vi forvintar oss eftersom det 4r en spontan process.

2. Vi har 4 delprocesser in en kretsprocess och ska berékna varmeflddet for var och en
och verkningsgraden for kretsprocessen. (1 mol N, med T,,,=300 K)

1) Vid en isoterm kompression till 1/3 av ursprungsvolymen ges viarmeflodet av:

V, V
0y, = [ pdV = nRT,,,, In—2 = nRT,
Vi V.

start
1

lnl =-2.74KJ
3
(vi kan betrakta kvivgas som en ideal gas och anvénder hir ideala gaslagen)

2) Vid en isobar expansion dir volymen fordubblas ges virmeflodet av:

0,3 =nC (T3 - T,) dir C, dr den moldra vérmekapaciteten.

T, =T, = 300 K (forsta processen isoterm) och 75 kan vi berikna mha ideala gaslagen :

=T, &
V2

Cp =1.0416 kJ/kgK =29.3 J/molK

=600 K (isobar process dér volymen férdubblas)

3) Vid adiabatisk expansion tillbaka till begynnelsevolymen sker inget virmeutbyte:
0, =0

4) Vid en isokor process tillbaka till begynnelsetillstandet ges varmeflodet av:



Q4 =nC, (T, - T,) dir C,, dr den moldra virmekapaciteten.
T, = 300 K och 7, , som dr temperaturen efter process 3,

kan vi beriikna mha sambandet f6r adiabatiska processer :

pV’ =konst och ideala gaslagen,

y-1 y-1
C
T, =T, AZ] . T, sl qar y =—L =1.4 (ur tabellsamling)
v, v, Cy
och V, =2V, = %Vl
=T, =510K
Cy =C,/1.4=20.9 J/molK
0, =-4.39kJ

Verkningsgraden for processen ges av 1 = w

Dir W ir det totala nyttiga arbetet som utfors och Q,, den virme som tillfors.
I kretsprocessen tillférs endast virme i steg 2 dvs Q,,_Q,;=8.79 kJ.

Arbete utfors 1 steg 1,2 och 4 (inget arbete vid adiabatisk expansion av ideal gas). Det
totala arbetet som utfors i kretsprocessen ges da av: W=0,,+0,;+0,,=1.66 kJ

11=E=0.19

in



@ e
m, ¢ QI I Q¢

p

T, >T, W T,>T,

I virmemaskinen har vi tvd kroppar om vardera 1 kg och c,= 2kJ/kgK. Under det att
maskinen arbetar kommer temperaturen i vardera kropp att dndras tills det att vi nar
jamvikt, T=T,. Det arbete som vi far ut under en sddan process ges av:

W =0,-0 =mc,(T,-T;)-mc (T; - T,) = mc (T, + T, - 2T)

Maximalt arbete far vi ut om processen &r reversibel dvs att AS=0. Vi behover alltsa
bestdmma det T; for vilket processen &r reversibel.

Entropiéndringen for varje del ges av:

 me,dT
dsi=%=mcf’ , i=12

vi far da att:

T, T.
AS, = mc ,In—~ och AS, = mc,In
1 2

T, T, T?
AStot =ASl +AS2 =me In—-L+In—- =mcp1n_1=0
L L TiT,

vilket ger att 7, = /T,

och vi far det maximala arbetet till:

W =me (T, + T, - 2,[T,T,) =10,6 kJ



Uppgift 3

a) Energin for fjadern ges av F = %m’lﬂ + %I(IQ. Eftersom den kan betraktas som klassisk

kan vi anvanda ekvipartitionsteoremet som ger

- 1
<§]X£C2> = ngT,
dvs,
kgT
2\ __

b) Givet (z*) = %<n> dar w = y/K/m. Berakna alltsa (n) for en harmonisk oscillator.

(n) = %;ne—mwm%) _ % . —%%ln 7,
déir . |
Z/__gége_ﬁhwn'_ 1 — e=fhw
Vi far alltsa h h 1
O = e = = e 1

Klassiska gransen svarar rimligtvis mot hoga temperaturer, dvs kgT' > hw eller fhw < 1.
I denna gransen har vi

K1 kgT _ kgT

mw Bhw  mw? K

(%) ~

vilket & samma som i uppgift a).




Uppgift 4

a) Vi anvander mikrokanonisk fordelning dar alla tillgédngliga tillstand ar lika sannolika.
N!
n!(N—n)!"

Antalet tillstand med energin ne ges av (]D =

Sannolikheten att partikel 1 har energin € ges da av antalet tillstand dar partikel 1 har
energin € (dvs, resten av systemet har energin (n — 1)¢) delat med totala antalet tillstand,

- Q) k)%

b) Har anvander vi kanonisk fordelning. Eftersom partiklarna ar oberoende och sarskiljbara
ges vantevardet av energin av K = —N%Zl, dar Z; = 1 4 e7P¢ ar tillstdndssumman for

en partikel. Vi far alltsa
Ne

T

om e’ 4+ 1= % eller
N
kgT =¢/In(— —1).
n
Eftersom T' > 0 ar n begransat enligt n < N/2.

Sannoliketen for att en specifik partikel har energi € ges av

e—be 1 n

Zl :€ﬁ€—|—1:ﬁ

Pi(e) =



Uppgift 6

Vi anvander stor kanonisk fordelning for att behandla fallan som ar i ett partikel och
varmebad. Dom tre tillstanden med noll, en eller tva partiklar har sannolikheter

PO — 1/Z
P, = eﬁ(ew)/g
P, = POHm-8) 7

dar
ZzZ=1 + eB(E‘HL) + 65(2€+2M—A) .

Vi ska maximera P;. Berakna % eller nagot enklare
dln P, 0ln Z ¢
=p - = ... = Z(1 = flHm=A)
de ﬁ Oe Z ( € )

Ett max (eller min) finns alltsa och ges av (1 — e#(2<+26=4)) = 0 eller

A
‘Tt
Att detta ar ett maximum bekraftas genom —32;22]31 N ——2§2 <0
e=5—u
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1. En mol kolmonoxidgas halls i en behallare vid konstant tryck P=0.1MPa.
Kolmonoxid har rotationsexcitationer ¢} = %J (7 +1) som dr 2J+1-faldigt
degenererade med tréghetsmoment / och motsvarande energi 7%/2I =2.4-107* eV.
Molekylen har ocksd icke-degenererade vibrationsmoder med energi &' = hw(% + r)

dir hw=0.27 eV.

Hérled ett uttryck for gasens virmekapacitet under antagandet att den kan behandlas
som en klassisk idealgas. Forenkla uttrycket sa att det géller i temperaturintervallet
100K till 1000K (kokpunkten dr 81K) och skissa resultatet i en graf. (10p)

2. For att bestimma C/C, for en gas genomfor man f6ljande experiment:

En mol gas, som initialt har temperaturen T,=90° C, expanderas adiabatiskt till den
dubbla volymen. Dérefter komprimeras gasen isotermiskt till ursprungsvolymen. Den
avgivna virmeméngden uppmiits till Q=1.33 kJ. Gasen kan antas vara ideal.

a) Rita in processen i ett P-V diagram. (2p)

b) Bestdm C,/C, for gasen. (8p)



3. I en angturbin expanderar anga av 400°C, 50 bar isentropiskt till 8.5 bar.
Expansionens slutpunkt befinner sig precis pa &ngkurvan. Angan kondenseras sedan
till vatten under samma tryck. Beridkna f6ljande uppgifter fér denna angturbin med
hjdlp av tabellsamlingen:

a) Hur stort arbete far man ut fran turbinen per kg anga. (2p)

b) Pumparbetet per kg vatten som matarpumpen maste utfora. Processen i
matarpumpen ir isentropisk. (2p)

¢) Tillford virmeenergi i angpannan per kg anga. (2p)
d) Processens verkningsgrad. (2p)

e) Rita in processen i ett h-s diagram. (2p)

4. Vid hoga temperaturer joniseras atomaért vite till ett plasma bestadende av
viteatomer, protoner och elektroner med tithet ny, n, och n,. (Vi antar att tryck och
temperatur dr sadant att tatheten av vitemolekyler H, ar forsumbar och att viteatomen
dr i sitt grundtillstdnd.) I jamvikt giller dd u,=u,+u,. Hirled ett uttryck (Sahas
ekvation) for temperaturberoendet av npz/n y 1 termer av elektronmassan, m,, och
joniseringsenergin, E,, for vite. Plasman kan beskrivas som en icke-relativistisk
klassisk idealgas. (10p)

5. Tett tidigt skede i universums utveckling bildades viteatomer fran protoner

och elektroner och frigjorde dom fotoner som vi idag kan uppfatta som den kosmiska
bakgrundsstralningen. Denna beskrivs vil som svartkroppsstralning. Idag ar
temperaturen fér denna fotongas 7,,=2.7K medan den vid tiden for den sé kallade
frikopplingen var 7,=3700K.

Hur stor dr universums relativa expansion sedan frikopplingen? Man kan anta att ett
effektivt gravitationellt tryck uppvéger det mekaniska trycket fran fotongasen sa att
expansionen sker adiabatiskt och reversibelt.

Berikna ocksa den relativa dndringen i fotontéthet. (10p)

6. For att bestimma den moléra sublimationsentalpin for vatten har man métt upp
angtrycket som funktion av temperaturen enligt féljande tabell:

Temp (°C)  Angtryck (mmHg)

-19.6 0.806
-20.0 0.776
-20.4 0.747

Berikna med hjélp av dessa data den moléra sublimationsentalpin for vatten vid
-20°C. Du kan anta att vattenanga i jamvikt med is kan betraktas som en ideal gas.

(10 p)
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1. A vessel contains one mole of carbon monoxide at a constant pressure of
P=0.1MPa. Carbon monoxide has rotational excitations &}” = ’;—jJ (7 +1) which are
2J+1-fold degenerated with a moment of inertia I with corresponding energy

n? 121 =2.4-10* eV. The molecule also has non-degenerate vibrational modes with the
energy &' = hw(%+ r) where hw=0.27 eV.

Derive an expression for the heat capacity of the gas under the assumption that it can
be treated as a classical ideal gas. Simplify the expression to be valid in the
temperature range 100K to 1000K (the boiling point is 81K) and draw the result in a

graph (10p)

2. The following experiment is performed in order to determine C/C, for a gas:

One mole of a gas, initially at the temperature T,=90° C, is expanded adiabatically to
the double volume. Subsequently the gas is compressed isothermally to the initial
volume. The produced heat is determined to Q=1.33 kJ. The gas can be treated as
ideal.

a) Draw the process in a P-V diagram. (2p)

b) Determine C,/C, for the gas. (8p)



3. In a steam turbine, steam at 400°C, 50 bars is isentropically expanded to 8.5 bar.
The terminal point of the expansion is just at the steam curve. The steam is
condensated to water at the same pressure. Calculate the following with the aid of the
thermodynamical tables:

a) How much work is obtained from the turbine for each kg of steam. (2p)

b) The work required by the feeding pump for each kg of water. The process in the
feeding pump is isentropic.(2p)

c) The heat supplied in the steam-boiler for each kg of steam. (2p)
d) The efficiency of the process. (2p)

¢) Draw the process in a h-s diagram. (2p)

4. At high temperatures atomic hydrogen is ionised to a plasma containing hydrogen
atoms, protons and electrons with densities ny, n, och n,. (Assume that at this pressure
and temperature the density of hydrogen molecules H, is negligible and that the
hydrogen atom is in its ground state.) Equilibrium is established when w,=u,+u,.
Derive an expression (Sahas equation) for the temperature dependence for npz/nH in
terms of the electron mass, m,, and the ionisation energy, Ej, for hydrogen. The
plasma can be treated as a non-relativistic classical ideal gas. (10p)

5. In the early stages of the universe hydrogen atoms were formed by protons and
electrons and photons were generated. Today we can detect these photons as the
cosmic background radiation, which can be well described as black body radiation.
The temperature of the photon gas is today T,=2.7K whereas it was T,=3700K at the
time of the so-called decoupling.

How large is the relative expansion of the universe since the decoupling? You can
assume that the effective gravitational pressure balances the mechanical pressure from
the photon gas so that the expansion can be regarded as adiabatic and reversible.

Also, calculate the relative change in the photon density. (10p)

6. In order to determine the enthalpy of sublimation for water the vapour pressure has
been measured as a function of temperature according to the following table:

Temp (°C)  Vapour pressure (mmHg)

-19.6 0.806
-20.0 0.776
-20.4 0.747

From these data, calculate the molar sublimation enthalpy for water at -20°C. Assume
that water vapour in equilibrium with ice can be regarded as an ideal gas. (10 p)



Losningar

2.
a) PaA
T,
1
T, \
T
- :
>
Vi Vv, A\

b)

Delprocess I:
Adiabatisk expansion - inget virmeutbyte med omgivningen, Q;=0.

For en adiabatisk process giller PV'= konstant, dir y=C,/C,
For en ideal gas giller PV=nRT =>P=nRT/V

Tillsammans ger dessa for en mol (n=1) TV'"'=konst (ty R-konstant).
Vi kan nu rikna ut temperaturen T, ur T,V,"'=T,V," och V,=2V, (givet i uppgiften)
T,=T,/(2"™") (T,=90°C=363 K givet i uppgiften)

Delprocess II:
Isoterm kompression, virme, Q,, maste avges till omgivningen,

Forsta huvudsatsen: AE=Q,+W,
Isoterm process: AE=0 for en ideal gas, inre energin bara beroende av temperaturen.
=>Q,=-W,

Wy =—[pdV ; P=nRT/V for en ideal gas
for en mol (n=1)

Vi Vi
Q) =RT, [ 4 =RT, [ 4/ =RT,In}

v, 2V
med T, fran utrycket ovan far vi da:
RTI In2

Qy=-

i



Givet i uppgiften ar att avgiven varmemangd Q=1.33 kJ. Eftersom Q,=0 sa blir Q=-Q,
(observera: Q - avgiven virme och Q, definieras positiv nir virme ges till systemet).
Med lite algebra far man da fram:

RT,In2
1

1( 0 )
y=Cp/Cy=1+——2 ' _165

In2

Svar: C,/C,=1.65

3. a) Arbete som man fér ut ur turbinen &r skillnaden i specifik entalpi mellan start
och slutléget.

I startldget har vi 6verhettad anga av 400°C och 50 bar (=5.0 Mpa). Ur tabellenA.1.3,
fas att:
h,.=3195.7 kJ/kg

I slutldget befinner vi oss pa angkurvan, dvs vi har méttad anga, vid 8.5 bar (=0.85
Mpa). Ur tabell A.1.2 far vi da:
h,,=2771.6 kJ/kg

Arbetet blir da: W,=3195.7-2771.6=424.1 kJ/kg

b) I matarpumpen sa 6kas trycket pa vattnet fran 0.85 MPa och 5.0 Mpa isentropiskt. I
den hir processen gar vi fran mattat vatten, dvs. vétskekurvan, till vatten under
Overtryck. Arbetet i pumpen blir skillnaden mellan specifika entalpierna i start och
sluttillstand:

Ur tabell A.1.2 far vi h,,=732.22 kJ/kg

Ur tabellen A.1.4 (compressed liquid) far vi hy,. Men for att veta vilken temperatur vi
ska gé in pa utnyttjar vi att vi vet att processen ar isentropisk, dvs. entropin ar
konstant. I startpunkten ér specifika entropin s=2.0710 kJ/kg, ur tabell A.1.2. I tabell
A.1.4 far vi nu interpolera mellan temperaturerna 160°C och 180°C och far fram
h,,=737.3 kl/kg.

Pumparbetet blir da: W =737.3-732.22=5.1 kJ/kg

¢) I angpannan gar vi nu frn vatten under 6vertryck till 6verhettad anga, dvs. laget vi
hade innan expansionen i turbinen. Det tillférda viarmet, Q, blir d& skillnaden mellan
de specifika entalpierna i de tva ldgena.

h, r samma som hy, i uppgift b): hy,,.=737.3 kl/kg

h, 4r samma som hg, i uppgift a): hy,=3195.7 kJ/kg

Tillférda virmet blir nu Q=3195.7-737.3=2458.4 kJ/kg



d) Processens verkningsgrad, n, ges av

_Wi-Wp _ 424.1-5.1 _
n=—"%9 = 2uss4 =017

notera: Processens verkningsgrad ir ritt 1ag vilket bl. a beror pa att vi avslutade
expansionen vi angkurvan och inte 14t den gé in i tvafasomradet.

e

6. For att rdkna ut sublimationsentalpin anvinder vi oss av Clausius-Clapeyrons
ekvation:

S _
dT ~ T(vg—v)’ dr I - moldra sublimationsentalpin,
v4 - specifika volymen for dnga, v ; - specifika volymen for is

Vg >>Vv; vilket gor att vi kan skriva:

dp _ I _ P .. . .
ar ~Tv; = 72 ,ddr sista steget forler ur ideala gaslagen.

vi kan nu skriva

l . .
4P _ s dT inetgrering av detta uttryck ger nu:

P _RT2
N
lnP——R T+k0nstant

vi ser nu att In P dr proportinellt mot % dir

proportinalitetskonstanten ges av —lif

Om vi nu gor en graf 6ver InP mot 1/7 kan vi alltsa bestdimma /,



Givet i uppgiften ir:

Temp (°C) Temp (K) 1/T (1/K) P (mmHg) P (Pa) InP
-19.6 253.55 3.9440-10° 0.806 107.44 4.677
-20.0 253.15 3.9502:10° 0.776 103.44 4.639
-20.4 252.75 3.9565:10° 0.747 99.58 4.601

4.68 5
ur lutningen far vi att:
I/R=6088
4.66 —
o
C 4.64 — 0
4.62 —
4.60 , , —o
3.940 3.945 3.950 3.955  3.960x10”
1T (1/K)

Detta ger nu:
[=R-6088=50.6 kJ/mol

Svar: Den molira sublimationsentalpin for vatten ér /=50.6 kJ/mol.



Uppgift 1

Varmekapaciteten for en mol idealgas vid konstant tryck fas fran C, = C, + R dar
E InZ
C’U=<d—> ochE=—<an ) )
aT )y n o V,N

1
N!

For idealgas har vi

Z(T,V,N) = —2ZN(T,V) med 2, = 2% 7ot zvib

sa att )
E = Etr + Erot 4 EVlb .

Fér translationsrorelsen har vi allmint B = gN kT medans vi for rotations- och vibra-
tionsfrihetsgraderna skriver tillstandsummorna

o 2
7100 = $°(2J + 1) #37UHD och
J=0

e—ﬁhw/Z

vib _ — Bhw(r+1)
— —phw(r+3) —
2= e BT

r=0

vilket ar sa langt vi kommer for godtyckliga temperaturer.
I temperaturintervallet 100K till 1000K kan vi forenkla detta betydligt.

Vi har Ty = % ~ 2.8K < T vilket innebar att vi kan anvanda ekvipartitionsteoremet

pa tva rotations frihetsgrader per molekyl, som ger ETOt — NET. (Alternativt kan man
visa detta direkt genom att skriva om summan ZI°' som en integral.)

For vibrationsfrihetsgraderna har vi T,;1, = hw/k ~ 3140K > T sa att vi kan Tay-
lorutveckla ZY1P och f3 EViD = NET ;1 (5+e vib/"). (Fér Tyip/T > 3ér e vib'" < 05

sa vi kan sdkert forsumma hogre ordnings termer som &r O(e_QTVib/ T))

Sluttutrycket for varmekapaciteten blir saledes

2
C,=R {; + (—T}ib) eTVib/T}



Uppgift 4

Berakna kemisk potential ur

oF olnZz
= R :_T
i~ (5%),, =7 (o),

Fér idealgas med Z(T,V,N) = -2 (T, V) fas genom anvéndning av Stirlings formel

Z
= —kTlnZt
a "N

vilket fran jamviktsvilkoret pg = p, + p. ger

W _ R
Ny N,N.’

Foér att ta hansyn till joniseringsenergin skriver vi energin for en partikel sasom

2
E=2 4+,

2m

dir Ej r viloenergin for partikeln och Ey = Ef + E§ — Eff. (Har har vi valt Ey > 0,
dvs joniseringsenergin.) Vi kan da skriva

V P2 2 kT 3/2
Zl = gﬁllﬂ-/depe_ﬂ(%_'_Eo) — e_ﬂEogV ( 71'7}7; ) |

dar g ar degenerationsgraden vilken &r 2 for elektron och proton och 2 x 2 = 4 for
vateatomen.

Vi far da slututtrycket

np _ (M)s/ ? —oEn
» h?

dar vi har forsummat skillnaden i massa mellan proton och vateatom och dar vi har
anvant N, = N, eftersom bade produceras i lika stort antal nar vateatomen joniseras.



Uppgift 5

Adiabatisk och reversibel process innebar isentropisk. For svartkroppsstralning galler

sa att expansionen ges av

Antalet fotoner ges av

N= / eﬂﬁ“’—l

dar tillstandstétheten ges av f(w) = 77203 Genom en substitution z = fhw fas da
K3T3 oo z?dx
N == V / ~ VT3 ~ 57
m2c3h° e? —1

dér vi ser att medelantalet fotoner dr konstant sa att tdtheten skalar som 1/V.

Svar: Volymen har expanderat med en factor 2.6 - 10° och fotontidtheten har
minskat med samma faktor.
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1. Pa ostra sidan av Klippiga Bergen upptriader ibland en stark, torr och varm vind som gar
under namnet ”Chinook”. Den kommer uppifrin bergen och blaser nedfor sluttningarna
mot Denver och angriansande omraden. Fastin det &r kallt uppe i bergen 4r vinden
mycket varm nir den nar Denver (”chinook” ér ett indianskt ord som betyder ”sno-
dtare”). Liknade vindar upptrider bland annat i Alperna ("féhnvindar”) och i sddra
Kalifornien (’Santa Anas”).

(a) Forklara varfor vindens temperatur stiger nér den blaser nedfor sluttningarna! Varfor
dr det visentligt att vinden ir stark (d.v.s. att luftstrdmmen &r snabb)?

(b) Anta att en vind borjar blasa mot Denver (hojd 1630 m dver havet) fran Grays Peak
(en bergstopp 80 km vister om Denver pa hojden 4350 6ver havet). Luftrycket pa
Grays Peak dr 56,0 kPa och lufttemperaturen dr -15°C. I Denver ér lufttrycket 81,2 kPa
och temperaturen 2,0°C innan det borjar blasa. Med hur manga grader stiger
temperaturen i Denver nir chinooken anlénder?

2. For en klassisk ideal gas bestaende av ickevixelverkande atomer i termisk jamvikt dr de
kartesiska komponenterna for hastigheten statistiskt oberoende variabler. I tre
dimensioner giller

pv.v,,v.)=(270" )73/2 exp |:—(vf +v) + vf)/(262):|

dir ¢° =kT /m . Energin for en atom #r E = m|v|2 /2.

(a) Vad idr sannolikhetsfordelningen p(E) for energin for en atom i en tredimensionell
gas?

(b) Antag att gasen #r tvadimensionell. Vad dr p(E) i sa fall?

(c) Vad dr p(E) om gasen dr endimensionell?

(d) Beskriv skillnaderna mellan de tre fallen.



3.

I en aluminiumbehallare som &r dimensionerad for att tala ett Gvertryck pa 5 atm
forvaras flytande dietyleter i jaimvikt med tillhérande gasfas. Vilken dr den maximala
temperatur som behallaren far utséttas for, om det maximala trycket inte skall over-
skridas?

Kokpunkten for dietyleter vid 1 atm ir 34,5°C. Angbildningsentalpiteten kan sittas till
27,0 kJ/mol i det aktuella temperaturomradet. I avsaknad av ytterligare data &r du
tvungen att gora vissa forenklande approximationer och antaganden i berdkningen.
Dessa skall tydligt forklaras.

N stycken vitemolekyler H, i termisk jamvikt vid temperaturen T har absorberats pa en
flat yta med arean A. Pa ytan beter molekylerna sig som en tvadimensionell icke vixel-
verkande gas. Molekylernas rotationsrorelse &r med andra ord helt bunden till ytans
plan.

Rotationsrorelsens kvanttillstand beskrivs av ett rotationskvanttal m som kan anta
viardena m =0, 1, £2, £3,.... . Det finns ett kvanttillstand for varje viarde av m.
Rotationsenergin skrivs &, =m’h* /21 dir I dr troghetsmomentet.

(a) Skriv ned rotationsdelen av partitionsfunktionen fér en molekyl!

(b) Vad ér kvoten mellan sannolikheterna p(m=3) och p(m=2) ?

(c) Vad ir sannolikheten att m = 3 om energin dr € =9%° /21 ? Vad ir sannolikheten att
m=1om e<h* /21 ?

(d) Hur stort dr rotationsenergins bidrag till gasens inre energi vid hga temperaturer,
d.v.s.dd kT > #° /21 ?

Figuren visar principen for en turbo. Innan brinsleblandningen sprutas in i motorn kom-
primeras den i kompressorn, vilken drivs av en turbin som utnyttjar de varma
avgaserna. Hur stort dr trycket efter komprimeringen, om bade kompressorn och
turbinen antas arbeta reversibelt och adiabatiskt?

Brinsleblandningen far antas bestﬁ. av enbart luft, och den far behandlas som en ideal
gas med konstant virmekapacitet. Andringen av antalet mol vid forbrinningen i motorn
far forsummas, liksom den dndliga utstromningshastigheten. Siffervirden for tryck och

temperatur tas fran figuren.
Engine éj Power out
A

p3=170 kPa
Q)4 Ty = 650°C

~——

Turbine

Exhaust

@ P, =100 kPa

Compressor

1

Inlet ai
et ai p1 =100 kPa

T, =30°C



6. En endimensionell kedja sitts ithop av N identiska lankar med ldngden /. Vinkeln mellan
tva péd varandra foljande ldnkar kan vara 0° eller 180°. Inre energin dr oberoende av
vilken vinkeln dr. Man kan for enkelhetens skull sdga att om vinkeln dr 0° sa lagger vi
till (+) ldngden [ till kedjans totala 1ingd medan om vinkeln dr 180° sa subtraheras (-)
langden [/ fran totala langden. Vi har totala antalet ldnkar N = (n, + n_) och totala
ldingden av kedjan

L=I(n,—n)=1(2n,—N)
(a) Anvind den mikrokanoniska ensemblen for att berdkna kedjans entropi som
funktion av N och n,.

(b) Finn ett uttryck for spannkraften 7 i kedjan. Detta uttryck blir en funktion av
temperaturen 7 samt av N och n,. Notera att spdannkraften i en endimensionell kedja blir
en motsvarighet till trycket i ett tredimensionellt system.

(c) Vad blir ldngden av kedjan uttryckti 7; N och T'?
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Loésningar

Uppgift 1

(a) Om luftrorelsen &r snabb hinner det inte ske nagot namnvirt virmeutbyte med
omgivningen, d.v.s. processen blir adiabatisk. Eftersom trycket blir storre pa lagre hojd
komprimeras luften. Vid adiabatisk kompression av en gas 0kar temperaturen.

(b) Beteckningar:
T, = begynnelsetemperatur = (273 — 15) K=258 K
p1 = begynnelsetryck = 56,0 kPa
T, = sluttemperatur = ?
pa = sluttryck = 81,2 kPa
y=C,/Cy = 1,4 for luft
Vid adiabatisk process giller sambandet
p’T”" = konstant
vilket ger

() s1.2 i)
TZ:(ﬂJ TI:( : ] 7258 K =287 K=14°C
D, 56,0

Temperaturen i Denver stiger alltsa fran 2°C till 14°C, d.v.s med 12 grader.

Svar: Temperaturen stiger med 12°C.

Uppgift 2

(a) Vi borjar med att bestimma sannolikheten P(E) for att energin skall vara < E. Den
finner vi genom att integrera p(vy, vy, v,) 6ver det omrade ddr V2 < 2E/m. Integrationen
genomfors enkelt om vi infor de sfériska koordinaterna v, @och @1 hastighetsrummet:

P(E):(L

32 1 27 2EIm
2xkT ]

[sinoa6 [dp [ viem ™" av
0

0 0

Med variabelsubstitutionen € =mv?/2 kan detta omformas till
3/12 E E
V2 2 y
P(E)= 47:( z ] j f; e " de :—mj.\/ge"”” de
27kT ) 4 m Jr (k)" %
Den sokta sannolikhetsfordelningen p(E) fas genom derivering:
dP(E) ~ 2\/Ee—E/kT
dE Jx(kr)”

p(E) =



(b) I tva dimensioner giller att
pv,v,)= (27[02 )_l exp [—(vf, + vf_)/(202)}

Vi gor motsvarande omformningar som i tre dimensioner men med anvindning av
poldra koordinater v och ¢

m 2EIm , m V1
P(E):(—j dp [ ve™ ’2"Tdv=27r(—] [=e " ae
27kT ) 0 27kT )y m
1 E
=k_TJ‘efs/kT de
0

dP(E) e—E/kT

E = =
P(E) dE kT

(c) I en dimension giller att
p(v,)=(270" )7”2 exp [—vf / 20'2]

vilket ger

&Y, m
P(E) _ m 2? efmv2/2kT dv = m j‘ 1 P
\ 27kT 0 27kT 5 \2me

E —&lkT
€

1
=~ (& ue
27kT ! Je

dP(E) e—E/kT
p(E) = =
dE  2\J7kTE

(d) Den mest markanta skillnaden mellan de tre fallen ser man vid 14ga energier. I tre
dimensioner fallet gar p(E) mot noll som JE , i tvé dimensioner gar p(E) mot ett
konstant virde, och i en dimension gar p(E) mot odndligheten som 1/ JE

Svar:
2\/Ee—ElkT
Ey=">~"—"-___
(a) p( ) \/;(kT)3/2
(b) p(E)= T
e E/KT

Ey=——\
() p(E) N

(d) Se beskrivningen ovan.

Uppgift 3
Vi antar att midngden eter dr sadan att behallaren hela tiden innehéller bade vitske- och
gasfas, d.v.s. vi ror oss ldngs angkurvan. Da beror trycket p av temperaturen 7 enligt
Clausius-Clapeyrons ekvation:

dp _ 1

dT T(v‘g — vv)
ddr [ 4r dngbildningsentalpiteten, v, dr gasfasens volym och v, dr vitskefasens volym,
allt riknat per mol.



Approximationer: vi férsummar v, 1 jimforelse med v, och anviinder ideala gaslagen for
att bestimma v,:

_RT
Vg—7

d_ 1 _ b
dr Tv, RT’

Om | antages vara konstant kan vi genom integration bestimma sambandet mellan p och
T. Som randvillkor anvénder vi po = 1 atm och Ty = (273,15+34,5) K = 307,65 K.

fd_P_de_T
Po P RTOT2

plotf1_1
p, R\T, T

-1
T = (i—ﬁlnﬁj
T, | p,
Insittning av p = 5 atm, R = 8,31 J/K-mol och [ = 27,0 10° J/mol ger T=363,0K=
89,8°C.

Svar: 90°C

Uppgift 4
(a) Tillstandssumman (partitionsfunktionen) for en vitemolekyl dr

7, (T)=3 exp(=m*W* 12IKT) =1+ 23 exp(— 1> 1 21KT)
m=—co Jj=0
(b) Den sokta kvoten dr
p(m=3) ~ exp(—9h2 /ZIkT)

= = —5h> 121k
p(m=2) exp(—4h2/21kT) exp( 2 T)

(c) Om energin dr 9% /21 s& méste m vara antingen +3 eller -3. Bdda dessa mojligheter
ar lika sannolika och ndgon annan mgjlighet finns inte. Alltsd finner vi att den sokta
sannolikheten dr

Om &< #*/2I finns mojligheterna m = -1, m = 0 och m = +1. Sannolikheten for m = +1
blir da

p[mzl

(d) I hogtemperaturgrinsen, d.v.s. om kT > * /21 , kan tillstindssumman goras om till
en integral:

i exp(—h" /2IKT ) 1
21 )

€S | T 2exp( W 2IT)  exp(#120kT) 42




2, (T)=3 exp(-m™* 1 21kT) = T exp(—x"#" / 2IKT )dx

m=—oo

/ZIkT n 2IkT 2xIkT
= P Iexp(—zz)dz= . Vz = o

Ur detta kan rotationsrorelsernas bidrag till Helmholtz fria energi, entropin och energin
bestimmas:

F. =—kTnZ, =T /27;# - —%Tln (27;#)

dr,, k ( 2xIkT j k
— ol — ] — +—
h 2

, n
" ar 2

E, =F,+TS,, =%kT

ro. rot

For N molekyler fas
E = 1 NkT
2

Svar: Se formlerna ovan.

Uppgift 5
Det arbete W som utrittas av turbinen &r lika med minskningen 1 entalpi for gasen. For
en mol av en ideal gas ger detta

W:Cp (Ts_T4)

dér C, dr den isobariska virmekapaciteten per mol. Temperaturen 74 dr inte given men
kan berdknas ur givna data for trycket. Eftersom processen i turbinen dr adiabatisk
finner vi att

Ps

RE
W=CT, 1—(—]

dér yidr den adiabatiska koefficienten (y= C,/Cy).

Hela arbetet W utnyttjas for att driva kompressorn. Den fungerar i princip pa samma sitt
som turbinen, fast bakldnges. Vi finner foljande samband:

W=C,(T,-T)

)
g =(z]
o)

W=CT, (—] -1

P

T

1

Genom att jamfora de tva uttrycken for W far vi en ekvation ur vilken det obekanta
trycket p, kan beriknas:



yICy=1)

L
P, = P 1+% 1_(&]( 7]

i P

For luft géller att = 1,40. Ovriga siffervirden: p, = p4 = 100 kPa, p; =170 kPa, T =
303 K, 75 = 923 K. Insittning ger resultatet p, = 348 kPa.

Svar: 348 kPa

Uppgift 6

Utskriven 16sning saknas. Notera analogin med det paramagnetiska spinnsystemet i
kapitel 3 i kursboken!

Svar

@ S(N.n,)=k[NInN—(N-n,)In(N-n)—n,Inn,]

(b) T(N,T,n+)=k—Tln( i ]

(c) L= Nltanh (l—rj
kT

I grinsen kT >> It ger detta Hookes lag, d.v.s. att forlingningen blir proportionell mot
2

spannkraften: L= N
kT

T
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1. En enkel tillstindsekvation for ett fast Amne kan se ut sa hér:
V=V, [1+B(T-T,)-«((p—p,)]

Hir dr V) amnets volym i ett visst referenstillstand med trycket py och temperaturen 7j.
Konstanterna foch xir volymutvidgningskoefficienten respektive kompressibiliteten i
referenstillstandet. Som exempel viljer vi ett stycke koppar med volymen V= 1,00
dm’ vid temperaturen 7, = 300 K och trycket po = 100 kPa. Da giller att = 50 10° K
och k=7,1-10"*Pa’.

(a) Hur stort tryck krivs for att vid temperaturen 7y isotermiskt komprimera
kopparstycket sé att volymen minskar med 1 %?

(b) Berikna det arbete som utrittas pa kopparstycket vid kompressionen!
(c) Berikna entropiidndringen hos kopparstycket vid kompressionen!

Tips: Den sista deluppgiften 16ses enklast med hjidlp av en 1dmpligt vald maxwell-
relation.

2. Anta att du har en icke-relativistisk ideal gas som existerar i en tva-dimensionell vérld.
Vad idr da hastighetsfordelningen, P(v), for denna gas? Ge en grafisk representation av
P(v). Vilken hastighetsvektor dr mest sannolik och vilken dr den mest sannolika hastig-
heten? Ge ett utforligt svar dir detaljerna i ditt resonemang klart framgar.



3. Heliumgas vid 300 K och vid normalt tryck fyller upp en volym V.

Y e vakuum

Volymen V star via en dppningsbar lucka i kontakt med en tom volym, Vyakuum. Luckan
ar till att borja med stingd. Volymen V ir 1,4 liter och Vyayum = 0,2 V.

(a) Hur manga heliumatomer fins det i volymen V?

(b) Oppna luckan och lat gasen expandera ut i Vyuxuum . Hur har statistiska vikten
Q andrats da jamvikt ater uppnatts? Vilken ar fordndringen i gasens entropi?

(c) Om vi inte Gppnar luckan, hur skall vi da gora for att fa samma entropidndring? Ge
bade ett kvalitativt och ett kvantitativt svar.

4. En vattenkyld virmemotor ir forsedd med ett reglersystem som haller kylvattnet vid
den konstanta temperaturen 70°C. For att systemet skall fungera far den viarmeeffekt
som motorn avger till kylvattnet inte overstiga 25 kW. Vilken dr den hogsta arbetseffekt
som motorn kan ténkas leverera, om dess drivmedel avger virme vid temperaturen
950°C?

5. Tvé lika vikter hdnger i dndarna av en litt stang som ligger
tvérs over ett isblock. Stangen har bredden 2 mm, och

lingden av den del som ér i kontakt med isen dr 25 cm. . A

Trycket i omgivningen &r 100 kPa och isens temperatur dr
-2°C. Hur stor massa skall vardera vikten ha for att isen
under stangen skall smilta sa att stangen sa smaningom
graver sig ner genom isblocket?

Isens densitet vid den aktuella temperaturen &dr 917 kg/m3 och
densiteten for vatten vid samma temperatur dr 1000 kg/m3 .
Smaltentalpiteten for is dr 333 kJ/kg.

6. En Isingmodell har tva spinn med vixelverkansenerginU =—¢s, -s, . Ange alla tillstand
samt deras Boltzmann-faktorer. Berikna systemets partitionsfunktion. Vad &r sannolik-
heten att spinnen &r parallella respektive anti-parallella? Rita en graf for dessa sannolik-
heter som funktion av &kT. Beridkna och visualisera dven systemets medelenergi. Vid
vilken temperatur, given i enheten gk, blir det mer sannolikt att bada spinnen pekar
upp én att bara ett spinn gor det?
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Loésningar

Uppgift 1
(a) Om temperaturen halls konstant géller att

V=Y, I:I_K(P_po):l
vilket ger

p=po+V0_V 100-10° + 2

KV, 7,1:10°"

Pa=1,41-10° Pa

(b) Det utrittade arbetet dr

(Vo _V)2
A

14 14 V.-V
W:—fpdV=—f(po+ Py ]dV=—po(V—Vo)+
o

v 0

12 2
= —O,OIP()V() + 0,0 Vo :(0’01

-0,01p, |V
. po] 0

12
{%—0,01-105]-103 1=7.04kI

(c) Den maxwellrelation som dr lamplig i detta fall &r
oS ap
() -Gl
Ur tillstdndsekvationen foljer att

214

Vi finner alltsa att

5= 2ay By vy BV 2

K V, &
-10°.107°
=—0,01-500—f J/K =70,4 J/K
7,1-10

Svar: (a) 1,4 GPa, (b) 7,0kJ, (c) 70 J/K



Uppgift 2

Sannolikheten for att en partikel med massan m vid temperaturen 7 skall ha en fart
mellan v och v+dv kan skrivas som P(v)dv, dir P(v) har formen

P() = f(v)e ™ 2

d.v.s. boltzmannfaktorn multiplicerad med tillstandstitheten f{v) i v-rummet. I tre
dimensioner &r f{v) proportionell mot ytan av en sfiar med radien v i det tredimensionella

hastighetsrummet, d.v.s. 4%, Detta ger den vanliga Maxwellfordelningen. T tva
dimensioner blir f(v) i stdllet proportionell mot omkretsen av en cirkel med radien v,

d.v.s. 22v. Vi kan das skriva
P(v) — vae*mv2 /QkBT

dér C dr en konstant. Denna kan bestimmas ur normeringsvillkoret
j P(v)dv=1
0

vilket ger

CI Ve—mVZ/ZkBTdV — C(szT]

0 m

J-xe_"'zdx = C(ZkBT ]l =1
o m )2

__m
k,T

Den mest sannolika farten v,, bestdms av att P(v) skall vara maximal. Villkoret att
derivatan av P(v) skall vara noll for v = v,, ger

C

2
eﬂnv,%,/szT _mv, eﬂmv,f,/szT -0

k,T
k,T
m

vlﬂ =
Den mest sannolika hastighetsvektorn bestams didremot inte av maximum i P(v) utan
enbart av att boltzmannfaktorn skall vara maximal. Ddrav foljer att den mest sannolika
hastigheten &r noll.

. . . my ..
Svar: Hastighetsfordelningen bestdms av funktionen P(v) = k_Te 2kt

B

. Den mest

k;T

B

sannolika hastigheten ir noll, men den mest sannolika farten dr
m

Uppgift 3

(a) Helium vid normalt tryck och normal temperatur kan med mycket god
approximation betraktas som en ideal gas. Ideala gaslagen ger att antalet atomer dr

NPV 1,01-10°-1,4-107
k,7  1,38-107°-300

(b) Vid expansionen tillfors ingen energi, varken i form av arbete eller virme. For en
idela gas innebér det att gasens temperatur inte dndras. Andringen i antalet tillgingliga
mikrotillstand, d.v.s. den statistiska vikten £2, bestims da enbart av dndringen i volym.
Eftersom antalet tillgéingliga mikrotillstand for varje enskild atom &r proportionellt mot
den tillgéngliga volymen giller att forhdllandet mellan den statistiska vikten £2i
sluttillstandet och den statistiska vikten £2; i begynnelsetillstandet dr

=3,42-10*




Q2

l

N
2 (Vﬂ\ij =1, =127

Detta &r ett ofattbart stort tal, vilket innebér att sannolikheten for att gasen spontant
skall atervinda till begynnelsetillstandet i praktiken dr helt obefintlig. Makroskopiska
processer dr enkelriktade.

Entropiéindringen &r
A
AS=kyIn Q2 —kyInQ =k, In—-

=1,38-1077-3,42-10” -In1,2 J/K = 0,086 J/K

(c) Vi kan 0ka entropin genom att virma upp gasen. Entropidkningen vid uppvérmning
fran en begynnelsetemperatur 7; till en sluttemperatur 7 dr

T C
AS = [ Ztar
T: T
dar virmekapaciteten Cy i detta fall dr 3Nkp/2. Harur fas

Ty

- T Q

AS = jﬂdT =§Nk3 In—L =k, In—L = Nk, In1,2
T 2 T, Q

T, =1,2""T, =1,2*"-300 K =339 K

Gasens temperatur skall alltsa hdjas med 39 K for att entropidndringen skall bli den-
samma som vid expansionen. Den véirmetillférsel som krivs &r

0=C, (T, —T,.)=%Nk3(Tf ~T,)=1,5-3,42-1071,38-10 -39 1 =27,6 J

Svar: (a) 3,42 10** atomer, (b) Den statistisk vikten okar med faktorn 10*7"%" och
entropin okar med 0,086 J/K, (c) Man kan astadkomma samma entropidndring genom
att tillfora 27,6 J viarme.

Uppgift 4
Beteckningar:
Ty = virmekillans temperatur = (950+273) K= 1223 K
T}, = kylvattnets temperatur = (70 + 273) K=343 K
qin = tillford virmeeffekt fran drivmedlet
qu = till kylvattnet avgiven viarmeeffekt = 25 kW
wy = av motorn levererad arbetseffekt.

Den hogsta mojliga effekten far man om motorn fungerar som en carnotmaskin. Da
giller att

G _ u
TH TL

Den avlevererade effekten fas ur forsta huvudsatsen:

- T, 1223
Wm = qin _qut = [h—qum :(T_H_quut = (%_1)25 =64 kW
L

ut

Svar: 64 kW



Uppgift 5

Villkoret dr att isen under stangen skall smélta, d.v.s. att dvertrycket Ap under stangen

ar sa stort att det ger en fryspunktsnedsittning AT = -2 K. Sambandet mellan trycket p
och smilttemperaturen 7' ges av Clausius- Clapeyrons ekvation,

dp [

dT T (v,-v,)

dir [ 4r smiltenetalpiteten, v, dr specifika volymen (= inversa densiteten) for vatten och
vy dr specifika volymen for is. Dessa kan antas vara konstanta i det aktuella intervallet,
vilket ger

)
Ap=——"—AT
T(v,~v)
Overtrycket beror pa vikternas massor och stingens dimensioner enligt formeln
2mg
Ap=—=
P BL

dér m dr massan hos vardera vikten, L dr stangens lingd (den del som ér i kontakt med
isen) och B ir stangens bredd. Ur dessa ekvationer kan m bestimmas:

0,002-0,25-333-10* - (-2

m=£Ap= BLIAT __ ( )kg=692kg
2g 28T (v, ) 2.9,8.271- 1_1]
1000 917

Anmdrkning: Det sdgs ibland att skridskor glider litt pa isen darfor att trycket under
skridskorna smailter isen. Resultatet ovan antyder att det pastaendet knappast kan vara
hela sanningen. Det krivs som synes mycket stora tyngder for att smélta isen. Skulle
temperaturen dessutom raka vara t.ex. -20°C i stillet for -2°C krévs en tio ganger storre
tyngd.

Svar: 0,7 ton

Uppgift 6
Vi forutsitter att spinnen har lingden 1 och bara kan peka “upp” eller "ner”. Produkten
S, - S, bara kan da bara anta virdena +1 (parallella spinn) och -1 (antiparallella spinn). Vi

far fyra mojliga tillstand som vi symboliskt kan beteckna med 11, 1/, |17 och ||.
Boltzmannfaktorerern for dessa tillstand blir foljande:

TT: eé‘/kT Tl e*é‘/kT l,T e*é‘/kT l,l ee‘/kT

Tillstdndssumman (=partitionsfunktionen) &r alltsa
Z=2¢"" 42" = 4cosh| =
kT

Sannolikheterna for de fyra olika tillstanden &r foljande:

£/kT
P =P =—F° I
M A Zes/kT +2efs/kT 2(1+e—28/kT)
—elkT
e 1
B=h = =

ZeelkT +2efs/kT 2(1+€2s/kr)

Sannolikheterna for parallella respektive antiparallella spinn dr

1
Ppm:PTﬁPu:W
P =p +p = !
ant Ti+ Tl_m



Dessa funktioner illustreras i nedanstaende diagram.

1

P par

0.8
0.6

0.4

Paﬂl
0.2 r

kT/e

Vid hoga temperaturer blir alla tillstand lika sannolika. I lagtemperaturgrinsen gar
sannolikheten for de antiparallella tillstanden mot noll.

Vid laga temperaturer dr Py alltsa storre dn Py +Pq, d.v.s. det dr sannolikare att bada
spinnen pekar upp &n att bara ett gor det. Vid hdga temperaturer géller det motsatta.
Detta illustreras i nedanstdende diagram.

2 4 6 8 10 12 14

Den temperatur da dessa bada sannolikheter ar lika stora kan berdknas ur ekvationen
Pyy = Py +P4. Med lite eftertanke inser man att nir detta intréffar maste det gélla att
PTl+PTl= 1/3 och PTT = Pu = 1/3. Hirur fas

1 1
1+ o2FT =§
vilket ger
T=—2¢ _)g9¢
kIn2 k

Medelenergin ér

2(_€)e€/kT +2ge~EKT €
E= =—¢tanh| —
2€S/kT + 2e7€/kT kT

Dess temperaturberoende illustreras i nedanstaende diagram.

kT/¢

Energin dr —£vid T = 0 och gar mot noll vid hoga temperaturer.



Svar: Tillstdndssumman &dr Z =4 cosh (%] . Sannolikheten for parallella spinn dr

1 1

P, = Tro =i och sannolikheten for antparallella spinn dr P, = (o T

Medelenergin dr E = —¢tanh (kiT] . Vid temperaturer ldgre &n 2,89% blir det mer

sannolikt att bada spinnen pekar upp dn att bara ett spinn gor det.



CHALMERS TEKNISKA HOGSKOLA
OCH GOTEBORGS UNIVERSITET
Teoretisk fysik och mekanik

Goran Niklasson

Tentamen i Termodynamik och statistisk fysik fér F3 (FTF140)
Tid och plats: Onsdagen den 17 december 2003 kl. 8.45—-12.45 i V-huset.

Examinatorer: Mikael Fogelstrom (tel. 772 3196), Goran Niklasson (tel. 772 3194,
070-745 4997).

Hjilpmedel: Physics Handbook, BETA, Termodynamiska tabeller (utdelade),
formelblad med ”Allménna relationer f6r enkomponentsystem™ och “Kanonisk
fordelning” (utdelat), egenhindigt skriven A4-sida med valfritt innehall (inga kopior
eller maskinskrift) samt valfri rdknedosa i fickformat.

Bedomning: Varje uppgift ger hogst 10 poing vardera. Podng fran inlamningsuppgifter
adderas till tentamenspoidngen enligt utdelad formel. For godkint kridvs 30 poéng.

Losningar: Anslas pa entrédorren till trapphuset omedelbart efter skrivningens slut.
Rittningsprotokoll: Anslas i entréhallen Fysik senast fredagen den 9 januari.

Rittningsgranskning: Mandagen den 19 januari kl. 12.00-13.00 i rum 6115 i
Origohusets norra flygel.

1. Entank A med volymen 0,50 m® innehéller kvidvgas med temperaturen 127°C och
trycket 600 kPa. Genom ett ror dr tanken ansluten till en annan lika stor tank B, som till
att borja med dr tom. En kran i roret Gppnas sa att kvivgasen fordelar sig likformigt i
bada tankarna. Bada tankarna dr forsedda med isolerande viggar, sa att ingen nimnvard

viarme overfors fran omgivningen.
\—

——

) “ (T

(a) Vilken eller vilka av foljande tillstandsfunktioner dndras inte under processen: inre
energin, entalpin, Helmholtz fria energi, Gibbs fria energi? Svaret maste motiveras.

(b) Entropin 6kar under processen. Varfor?

(c) Beridkna entropidkningen under forutsittning att kvivgasen kan behandlas som en
ideal gas!



2. Figuren illustrerar en vanlig princip for luftkonditionering i flygplan. Antag att luften i
omgivningen har trycket 30 kPa och temperaturen —35 °C, att den i kompressorn
komprimeras till trycket 200 kPa och att den nir den kommer in i kabinen har trycket
100 kPa och temperaturen 18 °C. Berdkna dels det arbete W,,,, som krivs for att driva
systemet, dels den virme Qy som bortgér i kylaren (per kg luft). Den bifogade tabellen
over termodynamiska egenskaper for luft kan anvéndas, men det ér ocksa OK att 16sa
problemet genom att behandla luften som en ideal gas med C,/Cy = 14.

b,

® ® T
2
Expander | 1 Compressor 3
~Whet 4 1
®
Air to Air from N
cabin atmosphere

3. De flesta kinner nog till att grafit och diamant &r tva olika former av ett och samma
amne, namligen kol. Det &r ocksa tdmligen vilkint att grafit kan omvandlas till diamant
vid mycket hoga tryck. Vi skall hiar undersoka forutsittningarna for detta. I nedanstaende
tabell finns virden pa tre olika termodynamiska storheter for grafit respektive diamant:
Gibbs fria energi g per mol, specifika volymen v och isotermiska kompressibiliteten 7.
Alla vérdena giller vid temperaturen 25°C och trycket 100 kPa.

Graphite Diamond
g 0 2867,8 J/mol
v 444-10° m*/kg 284-10°° m*/kg
i 304-10" Pa™! 1610 Pa™!

(a) Med utgangspunkt fran tabellen vintar man sig att grafit skall vara den stabila
formen av kol vid rumstemperatur och atmosfirstryck. Varfor?

(b) Anta nu att vi héller temperaturen konstant vid 25°C och successivt Okar trycket. Da
komprimeras bade grafit och diamant, d.v.s. deras specifika volymer minskar, men
olika mycket. Bestdm specifika volymen som funktion av trycket for grafit respektive
diamant under antagandet att kompressibiliteterna forblir konstanta!

(c) Anviind resultatet i deluppgift b for att bestimma Gibbs fria energi som funktion av
trycket for grafit respektive diamant!

(d) Skriv ner en ekvation som bestimmer hur hogt tryck man maste applicera for att
omvandla grafit till diamant! Los ekvationen approximativt utgaende fran att kompres-
sibiliteterna ar sma!

(e) I deluppgift a konstaterade vi att grafit bor vara den stabila formen vid atmosfirs-
tryck, men det ir ett obestridligt faktum att diamanter existerar, och ingen oroar sig for
att de plotsligt skall omvandlas till grafit. Kan du komma pa nagon forklaring?



4. Ge en beskrivning av vad som bestimmer en fast kropps viarmekapacitet med bérjan vid
hoga temperaturer och successivt sedan mot ldgre temperaturer tills du nar metallers
virmekapacitet vid riktigt laga temperaturer. Viktigt ér att ge en kort redovisning for
varfor ¢,(T), har det 7-beroende det har i varje regim. Gor gérna en historisk reflektion
over forstaelsen av ¢, (7).

5. En partikel ror sig i en endimensionell potential u(x) och har
energin E(p,x) = p2/2m+u(x). Partikeln ir i termisk jamvikt
med en reservoar med temperaturen 7. utx)

(a) Visa att partikelns medelposition <x> ges av
.[ xe P9 dx
J‘e’ﬂ O dx

(b) Om temperaturen ar lag befinner sig partikeln mest kring potentialenos minima, xg_ I
detta fall kan vi serieutveckla potentialen kring xy,

X

u(x) = u(xy) +(x—x, )’ (x) + 2 (x—x, ) " (x))++(x—x, ) u”(x,) +....

Visa nu att linjdra termen maste vara noll, och att om du bara haller kvadratiska termen
far du <x>=xg

(c) Virmeutvidgningskoefficienten definieras som a=(d<x>/dT)/<x> Det ir forst da
den kubiska termen tas med som medelpositionen beror av 7T och e blir skild fran noll.
Berikna «runder antagandet att kubiska termen &r liten.

(d) T en ddelgas approximeras potentialen av en Lennard-Jones-potential

]

och fér argon ir ug=0.010 eV och x¢=3.9 A. Vad ir di virmeutvidgningskoefficienten
enligt dina berdkningar? Det uppmiitta vérdet for Ggon=0,0007 K. Hur bra ir approxi-
mationen du gjort?

6. Vita dvirgar dr ett slutstadium fér mindre stjarnor som har ungefir vér sols massa da de
kollapsat till att ha ungefir jordens radie. Det som haller vita dvérgar stabila dr en
balans mellan gravitationskraften och en degenererad elekrongas tryck.

(a) Gor en uppskattning av gravitationsenergin dér du antar att massan dr uniformt
fordelad med tithet p pa totala volymen. (Resultatet skall ga som 1/R, ddr R ar radien
for den vita dvirgen)

(b) Uppskatta kinetiska energin om du antar att stjirnan har en proton och en neutron
per elektron samt att elektronerna &r icke-relativistiska.

(c) Finn minimum f6r totala energin och bestim didrmed jamviktsradien for den vita
dvirgen som funktion av massan. Vad hinder med radien om massan 6kar och hur
forklarar du det?

(d) Temperaturen hos en typisk vit dvirg dr 10 000—30 000 K. Vad dr Fermitempera-
turen 7Ffor en vid dvirg med solens massa 2 10%° kg? Ar det korrekt att anta att
elektrongasen dr degenererad ?
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Loésningar

Uppgift 1

(a) Den enda tillstandsfunktion som sikert forblir oforandrad dr inre energin. Att den
inte kan dndras foljer ur forsta huvudsatsen. Ingen energi tillfors till systemet, varken i
form av virme eller i form av arbete. Ovriga tillstdndsfunktioner 4ndras i allménhet (for
ideala gaser giller dock att dven entalpin forblir konstant).

(b) Genom att den tillgdngliga volymen Okar sa okar antalet tillgdngliga mikrotillstand
och dirmed entropin. Ett annat sétt att argumentera ir att detta dr en irreversibel
process. Irreversibla processer i isolerade system gar alltid i sadan riktning att entropin
Okar.

(c) Entropin for en ideal gas kan skrivas som

S(T,V)=S(T,,V,)+nC, ln%+annK

0 0

dar (T, Vy) representerar ett godtyckligt valt referenstillstind som vi kan lata vara
begynnelsetillstandet i det hér problemet. For en ideal gas giller att energin bara beror
av temperaturen. [ det hir fallet dndras inte energin. och dirfor dndras inte heller
temperaturen. Alltsa dr 7= T). Ur ideala gaslagen foljer att

AL
0

Med V =2V, finner vi att

nR =

Yy, V. _600-10°-0,5-In2
T, V, 400

J/K=520J/K

S(T,V)-S(T,,V,) =
Svar: (a) Inre energin, (b) Antalet tillgéingliga tillstand okar, (c) 520 J/K

Uppgift 2

Vid 6ppna processer av det hér slaget dr virmeutbyte och nyttoarbete direkt relaterat till
dndringar i entalpin H. For varje komponent (kompressor, kylare, expander) giller att

AH =Q-W,

dér AH idr skillnaden mellan gasens entalpier pa utgdngssidan och ingangssidan, Q &r
den tillforda varmen och W, ar det “tekniskt utvinnbara arbetet”. For en turbin ar W,
positivt och for en pump eller kompressor ér det negativt. Vad vi behdver gora ir alltsa
att ta reda pa gasens specifika entalpi /4 i tillstanden 1, 2, 3 och 4.

Tillstandet 1 (begynnelsetillstandet hos den inkommande luften):
p1=30-10° Pa
T,=-35°C=238K



hy =220,22+ %(240, 27-220,22) kl/kg =238-10° J/kg

Virdet pa h; dr framriknat genom interpolation i tabellen men kan ocksa erhallas ur
relationen h = ¢, T, dir ¢, himtas ur tabell eller beriknas ur statistisk mekanik for
tvaatomiga ideala gaser.

Tillstandet 4 (sluttillstandet hos den utstrommande luften):
P4=100-10° Pa
T,=18°C =291 K

h, =290,43 + 2i0 (300,47 -290,43) kl/kg =291-10° J/kg
Virdet pa h, dr framrdknat pa samma sitt som A;.

Tillstandet 2 (mellan kompressorn och kylaren):
p2=200-10° Pa

(r-1)/r 0,4/1,4
T,=T |22 :238-(@] K =409 K
Dy 30

h, = 401,30+%(421,59—401,30) kJ/kg = 410-10° J/kg

Temperaturen 75 erholls ur villkoret att processen i kompressorn dr adiabatisk, och /i,
riknades sedan fram genom interpolation i tabellen.

Tillstandet 3 (mellan kylaren och expandern):
p3=200-10° Pa

(r-D17 0,4/1,4
T,=T,| & =291.(@j K=355K
Dy 100

h, = 340,70+%(360,86—340, 70) kl/kg =356-10° J/kg

Temperaturen 73 erholls ur villkoret att processen i expandern dr adiabatisk, och A3
riknades sedan fram genom interpolation i tabellen.

Arbete som krivs for att driva kompressorn: wee, = ha - hy = 172-10° Jkg
Arbete som atervinns i expandern: wey, = h3— hy = 65- 10° J/kg
Nettoarbete som méste tillforas: : Wyer = Weom - Wexp = 107-10° Jkg
Avgiven virme i kylaren: gy = hy— h3 = 54-10° Jkg

Svar: Det krivs 107 kJ/kg for att driva systemet. Den i kylaren avgivna virmen dr 54
kJ/kg.

Uppgift 3

(a) Om temperatur och tryck halls konstanta bestdms jamviktstillstandet av att Gibbs
fria energi skall vara minimal. Eftersom vérdet pa g dr lagre for grafit dn for diamant &r
grafit den stabila formen.

(b) Kompressibiliteten definieras av uttrycket

. Y
! vidp ).



vilket innebér att sambandet mellan tryck och volym vid konstant temperatur bestims
av differentialekvationen

lav_
v dp

T

Vi later i fortséttningen po och vy beteckna atmosfarstrycket respektive specifika
volymen vid atmosfarstryck. Integration ger
v
In—=-x; (p_ po)
Vo
~&¢(p=po)

v=y,e

Vi noterar att volymen minskar betydligt snabbare for grafit dn for diamant, eftersom
kompressibiliteten for grafit dr ungefir 20 génger storre dn for diamant.

(c) Ur definitionen av Gibbs fria energi foljer att

o
p),

Vid konstant temperatur géller alltsa att

[ T —&(p-p vV, i (p
g=g0+IVdp:g0+Voje 7(/ ’°)dp=g0+?°|:l—e (p ﬂo)}

Po Po T

dir g, dr Gibbs fria energi vid trycket py.

(d) For att halla isér grafit och diamant hidnger vi pa ett index g respektive d. Alltsa:

_ VO *KTg(IFIlo)
gg_g0g+’(_g|:l_e :|

Tg
V ~Kra\P~Po
gd=80d+ﬂ[l_e (1 p)]
KTd
Jamvikt uppnds nir g, = ga:

Vog ~Kr(P-pp) | Voa ~Ka(p=po)
g0g+—|:l—e :|—804+K_|:1_e :|

K Tg Td

Hirur kan p bestimmas, men ekvationen kan inte 16sas exakt utan anvéndning av ndgon
numerisk metod. Vi kan emellertid gora en approximation utgaende fran att kompressi-
biliteterna ar sma:

e*KTd(P*I’o) =1

— & (P—1,)
Detta ger

8og +V0g(P_P0):gOd+V04(p_p0)

— 103
p=po+—g°" 8os _1100.10° + 2,8678-10 Pa
Voe ~Vou 0,012-(444-10° —284-10°°)
=1,50-10° Pa

[Om man vill gora en bittre approximation kan man ga till kvadratiska termer i
serieutvecklingen av exponentialfunktionerna:



2

—Krg\P=Po K;
e 1=k (=) + (0=

(e K,
e 7a(P Po)ZI_K.Td(p_pO)_i_%(p_po)z

Detta leder till en andragradsekvation for trycket:
2{v,, =V, 2 -
(p_po)z_ ( 0g od) p—p0)+ (gOd gOg) =0
KreVog ~ KraVou (KTg Vog — KTdVOJ)

Loser man denna sa finner man p = 1,50 10° Pa, vilket visar att den linjédra
approximationen var god nog.]

(e) Diamant vid atmosfarstryck dr ett “metastabilt tillstand”. Det innebér att det finns en
potentialbarridr som maste 6vervinnas om diamant skall omvandlas till den mera stabila
formen grafit. Ju hogre barridren ér desto ldngre tid tar omvandlingen. I det hiir fallet
handlar det om astronomiskt langa tider, atminstone vid normala temperaturer. Om
diamanter hettas upp till mycket htga temperaturer sker omvandlingen snabbare.

—&r(p=po)

Svar: (a) Gibbs fria energi dr lagst for grafit, (b) v=v,e ,

(c) g=g,+ v—o[l—ef’“(” " ")] , (d) 1,50 GPa, (e) Det finns en potentialbarriér
K

T

Uppgift 4
Se kurslitteraturen.

Uppgift 5
(a) For ett system i kontakt med en virmereservoar vid konstant temperatur T giller den
kanoniska fordelningen, d.v.s. sannolikheten att finna systemet i ett tillstand med

energin E dr proportionell mot Boltzmannfaktorn exp(-SE), diar f=1/kT. Alltsa finner vi
att

oo

jxdx T dp exp[—ﬂp2 - ﬂu(x))

0 2m
<x>=L

jde dp exp{—’gl’: — ,Bu(x)]

Integralerna over p i tdljare och ndmnare tar ut varandra, sa att resultatet blir

oo

J‘xe’ﬂ“(”dx
<x>=L
J.e’ﬂ”(”dx
0

(b) For att forenkla skrivarbetet infor vi en dimensionslos variabel dsom matt pa
avvikelsen fran jamviktslaget xo:

x=(1+9)x,
s="_1
Xo

Potentialen kan da skrivas som u(x) = @&(0), dér

D(5)=D(0)+P(0)5+127(0)5” + L7 (0) 5 +....



Eftersom J= 0 svarar mot minimum i @ maste @°(0) vara noll. Om vi férsummar alla
termer bortom den kvadratiska kan medelvirde pa dberiknas enligt formeln

T 5e*ﬁ[¢(0)+§¢’(o)52]d5
<I>==
j efﬂ[qb(o)%qb’(o)az]dé

—oo

dir vi satt den undre grénsen till -oo, eftersom det i denna approximation inte finns
nagon hard kdrna som hindrar partikeln att passera origo. Detta ger uppenbarligen
resultatet <> = 0, eftersom integranden i téljaren &r en udda funktion av J. Alltsa giller
i denna approximation att <x> = xy, oberoende av temperaturen.

(c) Om vi tar med den kubiska termen men betraktar den som en liten stérning kan vi
skriva Boltzmannfaktorn som

e—ﬁ[¢>(0)+%¢’(0)§2 +7(0)8° ] 5

_ efﬁdf(o)&2 [

1-£27(0)6" ]

Detta ger foljande uttryck for <o> till ldgsta ordningen i @

* B )52 < )
j 5o 2" e do 2 j e dz
<d>=-L”(0)= =—ﬁ¢”’(0)[ } —
o0 _E ., 2 6 ” o N
Ie 27109 dé A2’ (0) J‘e{dz
_ 297(0) 3\/5/4=_ @7 (0)
3p[@(0)] Nx  28[#(0)]
Alltsa finner vi att
D7 @7 (0)kT
<x>=1x,— al ”(0) 2:x0_x0 ”(0) -
28[27(0)] 2[27(0)]
g L d<x> @”(0)k
<x> dT 2[@”(0)]2—¢’”(0)kT

(d) Med de beteckningar vi infort ovan far vi foljande uttryck for Lennard-Jones-
potentialen och dess derivator:

@(5)[(%)2[%” @ (0) =4,
w0120 (115 (i) #(0)=0
@”(5)=1zu0[13[1 L) j(sﬂ ®(0) =724,
¢”’(5)=168u0[—13(%j”+4( ! j} #7(0)=-15124

+0 140

Detta ger



1512uk’T B Tk
7k°T? ]

o= 5 Py =
2[72u, ' +1512u,k°T
2

0

48u, [1 +
u

Siffervirden: k = 1,38066-10 J/K, up = 0,010-1,602-10"? J, T = 84 K. Resultatet blir
~0,00126
1+0,076

vilket dr av ritt storleksordning men omkring 70 % hogre én det uppmdtta virdet.
Siffran 0,076 i nimnaren ger en antydan om det numeriska fel vi gor genom serie-
utvecklingen av potentialen (denna term borde vi egentligen kasta bort eftersom vi
redan forsummat andra termer som kan véntas vara av samma storleksordning). Storre
delen av avvikelsen fran det experimentella resultatet ligger alltsa i sjdlva modellen,
vilket inte dr nagon Gverraskning. Det dr tvédrtom forvanansvirt att en sa enkel modell
landar sa nira det uppmditta vérdet.

1 d<x> D" (0)k

K'=0,00117 K

Svar: = - - =0,0012 K"
<x> dT 2[27(0)] —&”(0)kT

Uppgift 6

(a) Den sammanlagda potentiella energin for gravitationskrafterna ar

1 Gp(l‘l)p(l’z)
=——|d’r |d’r, — 227
U 2I rl.f r, |r1—r2|

dir G ar gravitationskonstanten, d3r1 och d3r2 ir volymselement, och p(r) édr densiteten
i punkten r. Integralen kan inte beriknas om man inte i detalj kdnner o(r), men man kan

gora en uppskattning om man noterar att avstandet |1'1 - r2| kan variera mellan 0 och 2R,

dér R dr stjarnans radie. Om vi ersitter |r1 —r2| med mittvidrdet R separeras de tva

volymintegralerna sa att var och en av dem blir stjarnans totala massa M. Detta ger
GM*

2R

Om man gor det i och for sig ganska tvivelaktiga antagandet att densiteten p &r konstant
kan man ganska litt genomfora integrationen exakt. Resultatet blir d&
3GM?
SR

Vi anvinder i fortsittningen detta uttryck men héller i minnet att faktorn 3/5 inte fér tas
pa alltfor stort allvar.

(b) Stjdrnans massa utgors huvudsakligen av nukleoner. Antalet elektroner N antages
vara hilften sd stort som antalet nukleoner, vilket ger

M
N=——
2m,
dér m,, dr massan hos en proton (vi forsummar masskillnaden mellan protoner och
neutroner). Den kinetiska energin K finns huvudsakligen hos elektronerna, som
forutsitts bilda en degenererad fermigas. Det innebdr att
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dar m, ar elektronmassan.

(c) Den totala energin blir

37/37[2/3h2M5/3 ~ 3GM2
80m,m"°R? 5R

E=K+U =

Jamviktstillstandet bestims av att E skall vara minimal. Den radie som svarar mot
jamvikt finner vi alltsd genom att derivera £ med avseende pa R och sitt derivatan lika
med noll. Resultatet dr

4/3 _2/332 2
_ongpip n
- 1 1
8m,m)*GM " m,m*GM "

]

Om massan 6kar minskar alltsa radien. Det beror pa att den negativa
gravitationsenergin vixer snabbare med massan @n den positiva kinetiska energin. Det
som hindrar stjdrnan att kollapsa under gravitationens inverkan dr elektrongasens tryck,
men ju storre massan dr desto mer tar gravitationen over.

(d) Genom att sitta in siffervdardena finner vi att solens radie som vit dvérg skulle bli R
=172 10° m. Antalet elektroner blir N = 6,0- 1056, och fermitemperaturen blir

n NY"  w (9zNY" n 9zN "
TF= 37[2—j = ,‘j = 3 —)
2km, v 2km, \ 4R 2km,R 4

=2.2-10 K

Stjdrnans temperatur &r av storleksordningen 104 K, d.v.s. mycket ldgre dn fermi-
temperaturen. Det dr alltsa en god approximation att betrakta elektronerna som
degenererade.

Svar:
. . . 3GM*?
(a) Gravitationsenergin &r cirka — SR’
hZ M 5/3
(b) Den kinetiska energin ir cirka 0, 3T s
m,nm,

hZ

5/3 1/3 ?
mm GM

e""p

(c) Radien blir cirka

(d) Fermitemperaturen blir cirka 2- 10° K,
(e) Elektronerna ar degenererade.
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1. For alla gaser giller att den isobariska virmekapaciteten C, storre dn den isokoriska
virmekapaciteten Cy. Ge en enkel fysikalisk forklaring till detta!

2. Attenergin E &r en viktig storhet i termodynamiken 4r vil uppenbart for alla, men man
infor ocksa ett antal andra energifunktioner som man kallar ’termodynamiska poten-
tialer”. De vanligaste dr F, H och G:

F=E-TS
H=E+pV
G=E-TS+pV
Varfor ar det 1ampligt att infora dessa tillstandsfunktioner? Forklara antingen genom ett

allmént resonemang eller genom att ge nagra exempel pa tillimpningar dir de termo-
dynamiska potentialerna dr praktiskt anvéndbara.

3. En vdrmemotor ir en apparat som tar in virme fran en virmekilla, omvandlar en del av
den till arbete och avlamnar aterstoden till en kylare. Vad hénder under processen med
entropierna for virmekillan, kylaren och universum som helhet? Ange for vart och ett
av dessa tre system om dess entropi 0kar, minskar eller forblir konstant

(a) om processen i virmemotorn &r en ideal carnotprocess?
(b) om processen ér en ideal ottoprocess?

Att processerna ir ideala innebir att alla delprocesser &r reversibla och att alla sorters
forluster (friktion, pumparbete m.m.) forsummas. Observera att systemet “universum
som helhet” inkluderar savil virmekilla som kylare.



Kanonisk eller stor kanonisk ensemble? Redogor for vilka antaganden och variabler
man har i respektive fall. Vilken koppling har de tva ensemblerna till termo-
dynamiken?

Virmekapacitet: Beskriv kort bidragen till en metalls virmekapacitet. Vilka dr de
karakteristiska temperaturer som avgor beteendet i ett givet temperatur intervall?

Bose-Einstein-kondensering: Utgaende fran fordelningen n(€) for en Bose-Einstein gas
visa schematiskt hur man kan forsta fenomenet Bose-Einstein-kondensering.

I Goteborgs-Posten den 12 augusti 2003 kunde man ldsa att den effekt som levererats
av kédrnkraftverket i Ringhals minskat med ungefiar 50 MW per reaktor pa grund av att
havsvattnet dr for varmt, sé att kylningen blir mindre effektiv 4n normalt. Enligt
Sigvard Hallberg pa Ringhals fungerar systemet bést nédr havsvattnets temperatur dr
omkring 7 °C.

Enligt uppgifter fran Ringhals kan reaktorn R3 som mest ge effekten 915 MW. Vi antar
att detta giller da kylvattnets temperatur &r 7°C. Angans temperatur nér den gar in i
turbinen uppges vara 279°C. Hur mycket minskar effekten om kylvattnets temperatur
hojs till 20°C? Fragan kan naturligtvis inte besvaras exakt utan detaljerad kinnedom om
systemets konstruktion, men gor en uppskattning baserad pa vad du vet om termodyna-
mikens allménna lagar!

Kirnkraftens framtid ar osdker, men utvecklingsarbete pagar dnda pa manga hall i
vérlden. Ett exempel pa tinkbar framtida design dr ”the Gas Turbine Modulated Helium
Reactor”. Det idr i princip en konventionell fissionsreaktor ansluten till en gasturbin
enligt nedanstdende figur, men i stéllet for vatten anvinder man helium som arbets-
medium. Heliumgasen gar in i kompressorn vid temperaturen 400 K och virms i
reaktorn till 1123 K. Trycket pa turbinens ingangssida #r 7,0 MPa.. Pa utgangssidan ar
trycket 1,4 MPa. Den elektriska effekt som systemet producerar dr 285 MW. Berikna

(a) systemets termiska verkningsgrad,
(b) flodet av helium genom turbinen (kg/s).

Det far antas att den process som heliumgasen genomgér ér en ideal Braytoncykel,
sammansatt av tva adiabater och tva isobarer enligt digrammet.

TIK]

Kompressor 7 Turbin 1123
]

400

R L N

14 7,0 p[MPa]



9. En klassisk paramagnet med magnetiska momentet mg har orienteringsenergin

10.

e(B)=-B-m, =—Bm, cos 8
1 ett yttre magnetfilt B.

Bestdm sannolikheten P(6)d6, dvs sannolikheten att paramagneten &r orienterad med
vinkeln @mot det yttre magnetfiltet!

Vad blir viantevirdet < mpg cos@> ?
Jamfor detta med resultatet f6r en spinn-1/2 paramagnet!

Hur skulle du som 1800-tals fysiker reagerat pa det klassiska resultatet jamfort med det
du uppmiitt i laboratoriet, dvs for en spinn-1/2 paramagnet?

I en Einstein-modell for en fast kropp har varje atom en bindingsenergi 1&| och ett
diskret spektrum med vibrationsmoder n med energin (n.+n,+n;) hv,, dir v, dr en
karakteristisk frekvens och n; = 0,1,2,3,4,.... . Energin per atom i mod « ir alltsa

&, =—|&|+(n, +n, +n, )a hv,

Kemiska potentialen f6r samma materials gasfas &r

3
\% 1
=kT'In|| — —
luvap n [( N Jmp (ﬂ/ﬂl ] ]

dir Ay = [R*2nmkT]" ir den termiska deBroglie-vaglingden.

Bestdam trycket vid fasovergangen mellan den fasta fasen och gasfasen som funktion av
&, Vooch T.
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Losningar till termodynamikdelen

Uppgift 1

Nir virme tillfors vid konstant tryck expanderar gasen och utrittar da arbete pa
omgivningen. En del av den tillférda viarmen gér &t till detta, vilket inte dr fallet om
volymen halls konstant. Déarfor kridvs mera virme for att astadkomma en bestimd
temperaturokning vid konstant tryck dn vid konstant volym.

Uppgift 2

Manga tillimpningar av termodynamiken handlar om energiomvandlingar. Man har
ofta intresse av att veta hur mycket arbete som utréttas eller hur mycket virme som
behover tillforas vid en viss process. De termodynamiska potentialerna ger information
om detta. Nagra exempel:

For en process som dger rum i en sluten behéllare med given volym i en omgivning
med given temperatur dr dndringen i Helmholtz fria energi F lika med det utvinnbara
arbetet.

For en process som sker under konstant tryck i stillet for vid konstant volym &r det
Gibbs fria energi G som ger motsvarande information.

Vid processer som sker under konstant tryck dr virmetillforseln lika med dndringen i
entalpin H.

Det arbete som en gas utrittar i en turbin 4r lika med dndringen i entalpin H.

Uppgift 3

(a) For en ideal carnotprocess géller att entropin for virmekillan minskar och att
entropin for kylaren 6kar. Entropiminskningen for virmekillan dr precis lika stor som
entropiokningen for kylaren, sa att entropidndringen for universum blir noll.

(b) For en ideal ottoprocess giller ocksa att entropin for virmekéllan minskar och att
entropin for kylaren 6kar. Entropiokningen for kylaren &r i detta fall storre dn
entropiminskningen for virmekillan, vilket leder till att entropin for universum som
helhet okar.



Uppgift 7

I brist pa annan information baserar vi uppskattningen pa Carnots teorem, som séger att
de hogsta mojliga verkningsgraden for en virmemaskin dr

T,
—1-
=7

h

dir T; och Ty, ar lagsta respektive hogsta temperaturen under processen. I detta fall ar 7},
lika med angans ingéngstemperatur, d.v.s. (279+273) K = 552 K. Den ldgsta
temperaturen 7; sitter vi lika med havsvattnets temperatur, vilken alltsa blir (74+273) K
= 280 K i idealfallet men (20+273) K = 293 K under virmebdljan. Lat oss beteckna
motsvarande verkningsgrader med 77; respektive 77,9 och berikna forhdllandet mellan
dem:

293
Mo _ 552 _ 552-293 259

7, |_280 " 552-280 272
552
Verkningsgraden minskar alltsa med 4,8 %, vilket pa en produktion av 915 MW skulle

innebéra en minskning med 44 MW. Det stimmer ju ganska bra med pastaendet i
tidningen.

=0,952

Svar: En rimlig uppskattning &r att effektminskningen blir av storleksordningen 40 eller
50 MW.

Uppgift 8
(a) Trycken pa hogtryckssidan respektive lagtryckssidan dr
p1 = trycket i kylaren = 1,4-106 Pa
P> = trycket i reaktorn = 7- 10° Pa
For att berikna verkningsgraden behover vi veta hur temperaturen dndras i de olika
delprocesserna. Vi borjar diarfor med att bestimma temperaturerna i de fyra "hérnen”:
T = temperaturen vid ingangen till kompressorn = 400 K
T, = temperaturen vid utgangen fran kompressorn = ?
T3 = temperaturen vid ingangen till turbinen = 1123 K
T, = temperaturen vid utgangen fran turbinen = ?
De okinda T, och T, kan bestimmas ur de samband som géller vid adiabatiska
processer. En viktig storhet i det sammanhanget ér férhallandet ¥mellan de isobariska
och isokoriska virmekapaciterna. Helium kan med mycket god approximation

behandlas som en ideal gas av enatomiga molekyler, vilket innebir att = 1,667. Vi
finner att

(-1
L,=T [&] =400-5"7" =762 K

%)
(r-n1y
D 1123
T,=T,| — =——=590K
4 3 ( p2 ] 5(0,667/1.667)

Verkningsgraden dr

:ﬂ: qin _qm zl_ﬂ

qin qin qin

dédr wy, dr den producerade elektriska effekten 285-10° W, ¢in dr den virmeeffekt som
tillfors i reaktorn och g, dr den virmeeffekt som avges i kylaren. Bade viarmetillforsel
och virmeavgivning sker vid konstant tryck, och alltsa giller



qin = ﬂCp (T% _TZ)
qut =/Llc[) (T4 _7])

dér c, dr den isobariska virmekapacititiviteten och g dr midngden helium som passerar
per tidsenhet. Vi kan nu beridkna verkningsgraden:

=7y

p=t-tu g L= =1—£&] — 1 5O%TAET _ () 4748
qin 7'3 - T2 pl

(b) Virmekapacitiviteten c, for helium ir 5,2 10° J/kg-K. Ur ovanstaende ekvationer

kan massflodet litt berdknas:

q. w 285-10°

ut

¢, (T,-T,) nc,(I,—T,) 0,4748-5,2:10°-(1123-762)

U= kg/s = 319,8 kg/s
Svar: (a) 47 % (b) 320 kg/s

Uppgift 9 (endast svar)

Bmg cos@/kT sin @

24T sinh| B )
kT

_ Bmge

P(6)do= de

B kT
< my cos @ >=m,| coth Ms _
kT Bm,

Bm,

1
<my, cos @ >=m, tanh (spin—z)

Uppgift 10 (endast svar)

3
p=kT v,y e /M
A, kT




CHALMERS TEKNISKA HOGSKOLA
OCH GOTEBORGS UNIVERSITET
Teoretisk fysik och mekanik

Goran Niklasson

Tentamen i Termodynamik och statistisk fysik for F3 (FTF140)
Tid och plats: Torsdagen den 24 april 2003 kl. 8.45-12.45 i V-huset.

Examinatorer: Mikael Fogelstrom (tel. 772 3196), Goran Niklasson (tel. 772 3194,
070-745 4997).

Hjilpmedel for uppgifterna 1-4: Inga.

Hjilpmedel for uppgifterna 5-8: Physics Handbook, BETA, Termodynamiska

tabeller (utdelade), formelblad med ”Allminna relationer f6r enkomponentsystem™ och
”Kanonisk fordelning” (utdelat), egenhéndigt skriven A4-sida med valfritt innehall

(inga kopior eller maskinskrift) samt valfri riknedosa i fickformat.

Bedomning: Uppgifterna 1-3 ger hogst 2 poing vardera, uppgift 4 ger hdgst 6 poing och
uppgifterna 5—8 hogst 10 poing vardera. Poing fran inlimningsuppgifter och duggor
adderas till tentamenspoédngen enligt utdelad formel. For godkint krdvs 30 poédng.
Losningar: Anslas pa entrédorren till trapphuset omedelbart efter skrivningens slut.
Riittningsprotokoll: Anslas i entréhallen Fysik senast mandagen den 12 maj.

Riéttningsgranskning: Tisdagen den 13 maj kl. 12.00-13.00 i rum 6115 i Origohusets
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1. For en ideal gas giller att energin U enbart beror av temperaturen. Anvind detta for att
visa att C,-C, = R.

2. Vilka tillstandsfunktioner dr konstanta i féljande processer:
(a) Reversibel adiabatisk expansion,
(b) Fri expansion ut i vacuum,
(c) Passage genom en strypventil (Joule-Thomson-effekten).

3. Skissera ett fasdiagram for vatten i p7-planet. Markera de olika faserna och sérskilt tva
viktiga punkter i diagrammet. Diagrammets utseende kan bestimmas i detalj om man
kénner en viss tillstandsfunktion. Vilken?

4. Gor en principskiss Over metallers virmekapacitet, c,(7), dir temperaturberoendet dver
hela temperaturskalan framkommer. Dela in skissen i olika regimer och beskriv den
temperatur som bestimmer ¢vergangen mellan varje regim. Ge en kort redovisning for
varfor c,(7T) har det 7-beroende det har i varje regim.



5.

James W. Stevens, som &r bitridande professor 1 Mechanical Engineering vid
Mississippi State University, har ansokt om medel for "Development of a Ground-
source Heat Engine”. Har foljer ndgra meningar ur ansdkan:

The objective of this proposal is to design and construct a ground-source heat engine
operating on the temperature difference between the ground and the atmosphere that
will produce a daily average of 100 mW of electrical energy.

At most locations outside the tropics, the diurnal temperature changes in the air near
ground level are large compared with the temperature changes even a very short
distance below the surface of the ground. In concept, these daily temperature

differences are of the order of 1—10 K in surroundings close to 300 K.

As with many natural power sources, there is an enormous amount of energy, but very
little availability.

(a) Antag att luftens temperatur dr 5°C och att temperaturen strax under jordytan &r
10°C. Hur mycket virmeenergi per tidsenhet maste minst extraheras fran jorden om
man skall producera en elektrisk effekt pa 100 mW?

(b) Forklara vad Stevens menar med att denna och andra naturliga energikillor
karakteriseras av “very little availability”?

Som motor i en hoghastighetsborr anvinds en liten turbin, som drivs av komprimerad
luft. Luften kommer in i turbinen med trycket 500 kPa och temperaturen 30 °C. Nir
luften ldmnar turbinen har dess tryck sjunkit till 180 kPa.

(a) Beridkna det utrittade arbetet per mol luft om processen i turbinen kan anses
reversibel och adiabatisk.

(b) Borren kraver effekten 746 W (en hastkraft). Luftslangen till turbinen har diametern
1 cm. Berikna luftens hastighet i slangen under antagandet att dess kinetiska energi &r
forsumbar i jimforelse med andra for problemet relevanta energier!

(c) Kontrollera att antagandet om forsumbar kinetisk energi var rimligt!

En en-atomig gas befinner sig i en cylinder med hdjden /% 1 jordens gravitationsfilt, g.
Gasen bestar av N stycken atomer, var och en med massan m, i termisk jamvikt vid
temperaturen 7.

(a) Bestdam sannolikhetsfordelningen P(x,p) for en atom i gasen. Kom ihag att sanno-
likheten for att finna atomen inom cylindern maste vara normerad till ett.

(b) Beriikna medelenergin <E>/N.

(c) Rita en graf for kvoten <E>/Nmgh som funktion av kT/mgh.

(d) Bestdm med hjilp av grafen det viarde pa kT/mgh som ger hogst virmekapacitet.
(e) Vad dr griansvirdet for <E>/N da kvoten kT/mgh ér stor resp. liten jamfort 1?

En atom har tre tillstand i ett yttre magnetfilt givna av dess spinn: spinn upp s, =/ med
energin E=E), inget spinn s,=0 med E=0, och spinn ner s,=-1 med energin E= E).

(a) Givet att atomen &r i termisk jamvikt, vad dr sannolikheten for att atomen befinner
sig i tillstandet s,=1? I vilken temperaturgrins dr denna sannolikhet 1/3. Motivera ditt
svar i detalj.

(b) Vad blir medelenergin <E> uttryckti Ej, T....Visa grafiskt hur <E> beror av T.
Gor det samma for virmekapaciteten.

(c) Vad dr medelvirdet < s, >? Motivera ditt svar kvalitativt.
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Lésningar
Uppgift 1
Forsta huvudsatsen pa differentialform: 00Q =dE + pdV
Om energin E bara beror av T giller att dE = Z—?dT
och alltsa 00 = Z—i dT + pdV

Ovanstaende samband giller vid alla reversibla processer.
Om vi specialiserar till processer vid konstant volym blir dV = 0 och alltsé finner vi att

dE
00 = o dT
Det innebér att den isokora virmekapaciteten Cy dr lika med derivatan av E:
_dE
Var

Om vi i stéllet specialiserar till processer vid konstant tryck giller enligt idela gaslagen
for en mol gas att pdV = RdT, vilket ger

00 = dE dT + RdT
dT
Den isobariska virmekapaciteten C, kan alltsa skrivas som
C, = dE +R
Podr
Ur detta foljer att C, — Cy = R, vilket skulle visas.

Uppgift 2

(a) Entropin
(b) Energin
(c) Entalpin



Uppgift 3

CP = Kiitiska punkten p
TP = Trippelpunkten CP
Viitska

Den tillstandsfunktion som bestimmer Fast

fasdiagrammet &dr Gibbs fria energi G.

o . . TP Gas
Ocksa svaret "Kemiska potentialen g~

kan godkinnas (kemiska potentialen ar
Gibbs fria energi per molekyl)

v

Uppgift 4
Se kursboken.

Uppgift 5
Temperatur i jorden: T:=283 K
Temperatur i luften: T.=278 K

Maximal verkningsgrad for en virmemotor: 7= I—E =1- % =0,018= 1,8 %

T,
Uteffekt: w=0,10 W

o - o w w
Ingaende viarmeflode: q=—=—"""-=566 W
n (1-T,/T)
Att energikillan har “very little availability” innebir helt enkelt att bara en mycket liten
andel av varmeflodet kan utvinnas som arbete. Ett annat sétt att siga samma sak dr att
exergin for systemet &r liten.

Svar: (a) 5,7 W (b) Se ovan

Kommentar: Viarmeledningsformagan for mark (sten) dr ungefér 2,5 W/m-K. Om vi
antar att en sadan hir apparat far ta upp en area pd 1 m” sa skulle alltsa virmeflodet leda
till en temperaturgradient i marken pa 5,66/(1-2,5) °C/m = 2 °C/m, vilket inte verkar
otdnkbart. Om arean i stillet dr 1 dm? blir motsvarande siffra 200 °C/m, vilket verkar
klart orimligt. Slutsatsen ir att apparaten behdver uppta ganska stor yta for att generera
en forhallandevis liten effekt. Vad den skulle kunna anvindas till vet jag inte. Natt-
belysning dér elnét saknas? Fast det finns ju redan lyktor som laddar upp sina batterier
under dagen med hjilp av solceller.

Uppgift 6

Ingangstryck: p1=500-10° Pa
Utgangstryck: p2=180-10° Pa
Ingangstemperatur: T, =303 K
Utgangstemperatur: T,="?

Utgangstemperaturen kan beriknas ur de samband som giller vid adiabatiska processer
(luften kan med god approximation behandlas som en ideal gas med adiabatiska

koefficienten y= 1,4):
p T =pT]

1—
P |7 o
T2=(—J T, =226 K = -47°C

P



Det av turbinen utrittade nyttiga arbetet W dr lika med minskningen i entalpi. Per mol
gas far vi

1

1—
7 p, |7
W=Cp(T,—T2)=§RTl 1—[—2] =22327]

b
o o . RT,
Luftens molvolym pé ingangssidan: v, =—n
P
Luftens hastighet i slangen: u="7
Slangens diameter: d=110"m
2
Slangens tvérsnittsarea: A= ”j

Antal mol luft som per tidsenhet passerar genom turbinen:

_UA_ 7w pd’u
v, 4RT,
Avgiven effekt:

2 =
p:nW:M 1_[&] — 746 W
8 P

Ur detta kan den sokta hastigheten beriknas:

-1

]77

4

u=—3F I[P =21,4 m/s
17pd D

Kinetisk energi for en mol luft (molekylvikten for luft &r ungefir 29)
K :%-29-10321,42 1=171

Detta dr betydligt mindre dn det utrdttade arbetet per mol, sd antagandet att kinetiska
energin kan férsummas &r hallbart.

Svar: (a) 2,2k]  (b) 21 m/s (c) Antagandet stimmer bra

Uppgift 7

(a) Sannolikhetsfordelningen kan bara bero pa rorelsemédngdens belopp p och hojden z
over botten. Den bestims av Boltzmannfaktorn och har formen.

mgz+ p*/2m
P(z,p)= _L}

Z.(T,H)Z,(T) * [ kT

dér Z,(T.H) och Z,(T) dr normeringsfaktorer som kan skrivas

h
Z.(T,H) =AjexP(_%de=A_kT 1_exp(_M]
) 0 kT mg kT

o0 2
p 2 3/2
Z (T)=4r|exp| ——— | p~dp =(2ZxmkT
o) -([ p( 2ka]p p = (22mkT)

Sannolikhetsfordelningen dr alltsa



2
exp [_ mgz +k1; / 2m:|

(k)" (247 1 571

(b) Medelvirdet av den kinetiska energin per molekyl ar

P(z,p)=

P Ipzp

P exo| - P’ :szdanp(T) 3
2m  Z (T) 2m 2mkT

= kT
dT 2

Medelvirdet av den potentlella energin per molekyl dr

< mgz I [ } szaan:(T,H)
z (T H) oT
k|1 meH
kT (emgH/kT _ ])
Den sammanlagda medelenergin per molekyl blir alltsa
<E> _Siroar|i-— e
N 2 kT(gmgH/kT _1)
(©
<E>/Nmg
3
2 _|
1
0 , | kT/mgH
0 1 2

(d) Kurvans lutning minskar nir 7 okar. Den hogsta virmekapaciteten fas alltsa vid laga
temperaturer.

(e) I lagtemperaturgriansen géller att

<E>—>§kT

och 1 hdgtemperaturgrinsen giller

<E>—>%kT

Uppgift 8
TillstAindssumman 4r

Z(T):e*EO//\’T +1+e*E0/kT :1+267E0/kT



(a) Sannolikheten for tillstindet s, = 1 ir

—E, kT
e 1

1 1+2e—E0/kT eEo/kT +2

P, blir lika med 1/3 i gransen kT >> Ej. | denna grins dr alla tre tillstanden lika
sannolika.

(b) Medelenergin dr

CEee 2Ee ™™ 2E,
1+267E0/kT eEO/kT +2

och virmekapaciteten dr

2 Eo/ kT
E 0
C(T):d<E>:2k _Oje—z
dar kT (2+eEo/kT)

<E>/Ey,

0,4 —

0,2 —

kT/Ey

0,0 |

o]
—_
[\
(O8]
B

C/k

0,6

04 —

0,2 —

0.0 KT/Eq

(c) Eftersom s, =1 och s, = -1 &r lika sannolika dr det uppenbart att <s,> = 0.
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1. Entropin for ett system i ett jaimviktstillstdnd, karakteriserat av t.ex. tillstands-
variablerna T och V, kan enligt termodynamiken definieras som

(T.v) 50
J' bt 4

(TVo)

ST,V)=8T,,V,)+

dir &Q representerar tillférd virme och dir S(7o,V)) ér entropin i ett godtyckligt valt
referenstillstand. Det forutsitts dock att integralen fran tillstandet (7o,V)) till tillstandet
(T,V) berdknas over en reversibel process. Detta kan synas vara en allvarlig begrins-
ning, eftersom alla verkliga processer dr mer eller mindre irreversibla. I sjidlva verket
innebir det ingen begrinsning alls. Forklara!

2. Itermodynamiken har man anledning att introducera olika termodynamiska
potentialer”. Ur det faktum att dessa dr tillstandsfunktioner foljer ett antal exakta
samband som kallas Maxwell-relationer.

En av de termodynamiska potentialerna ir Gibbs fria energi G. Den beror av
tillstandsvariablerna 7, p och N enligt formeln

dG =—-S8dT +Vdp + udN
Vilken Maxwell-relation foljer ur detta?
3. Gor en principskiss som visar kretsloppet i ett vanligt kylskap! Markera med pilar var

virme avges eller tas upp, och ange sérskilt vilken fysikalisk process som ger upphov
till temperatursidnkningen!



4. Betrakta ett system bestaende av tva identiska partiklar med tre tillgéingliga
energinivaer:

£ =né&, n=0,1,2.

Den ldgsta energinivan &r tvafalt degenererad, de andra dr icke-degenererade. Systemet
ir i jamvikt vid en temperatur 7. Bestdm partitionsfunktionen Z och medelenergin

E samt numrera (visualisera) alla mojliga konfigurationer for vart och ett av nedan-
staende fall:

(a) Partiklarna &r fermioner,
(b) Partiklarna 4r bosoner.

5. Under vilka forhallanden kan ett system av icke vixelverkande fermioner respektive
bosoner beskrivas med Boltzmann-statistik?

6. Gor en uppskattning av specifika virmet vid laga temperaturer for
(a) en fermigas,
(b) en bosegas.
(c) Vad dr det som i dessa bada fall avgor om temperaturen kan anses vara lag?

7. En soldriven motor kan konstrueras genom att man anviander
en solfangare som viarmekilla och den omgivande marken
som kylare. Intensiteten hos den solstralning som tréffar Solfangare
jordytan dr ungefir 1,0 kW/m?, men det ir inte mojligt att
utnyttja hela den effekten eftersom solfangarens yta med
nodvindighet aterutsidnder en del av stralningen i enlighet
med Stefan-Boltzmanns lag. Ytan far alltsa inte vara alltfor
het, for da forlorar man en stor del av stralningseffekten. Den
far & andra sidan inte heller vara alltfor kall, for da blir
viarmemotorns verkningsgrad alltfor dalig.

(a) Vid vilken temperatur aterutsénds all inkommande tralning?

(b) Bestam den optimala temperaturen for ytan utgaende fran villkoret att motorns
uteffekt skall vara sa stor som mojligt! Det far antas att motorn har samma
verkningsgrad som en carnotmaskin. Marktemperaturen antages vara 10°C.

Anm: Deluppgift b leder till en ekvation som inte kan 16sas analytiskt. Nagon mycket
precist siffervirde efterfragas inte, utan det ricker med en enkel numerisk uppskattning.

8. Stjdrnor bildas genom att interstelldra gasmoln dras samman av gravitationen. Lat oss
for enkelhets skull anta att ett sddant moln har formen av en sfir med radien R och
enbart bestar av fria viteatomer, vardera med massan m. En termodynamisk modell for
molnets kollaps kan konstrueras genom att man utgar fran Helmholtz fria energi for en
ideal gas och tillfogar en “sjédlvenergi” F; som representerar den potentiella energin for
gravitationskrafterna. Om molnets densitet antages konstant kan sjdlvenergin beridknas
enligt formeln

3GM*
¢ 5 R
dir M ar molnets sammanlagda massa och G &r gravitationskonstanten.

(a) Finn molnets tillstandsekvation, d.v.s. trycket p som funktion av temperaturen 7 och
radien R!

(b) Ett stabilitetsvillkor for gasen dr att kompressibiliteten skall vara positiv (jaimfor van
der Waals tillstandsekvation, dir teckenbyte hos isotermernas lutning signalerar en



10.

fasomvandling till vitska). Anvind detta for att hirleda ett villkor som 7" och V maste
uppfylla for att molnet skall vara stabilt.

(¢) Antag att modellen ir tillimplig pa solen, som har massan 2,0-10* kg och radien
7,0-10° m. Hur hog maste temperaturen vara for att solen skall vara stabil?

Anm: Modellen forutsitter att savil temperatur som densitet 4r desamma i hela molnet.
Det stimmer naturligtvis inte for solen, och den bestar inte heller enbart av viteatomer,
men modellen ger dnda en hyfsad bild av verkligheten.

Ett material bestaende av N stycken fria partiklar befinner sig i svagt yttre magnetfilt
med flodestidtheten B. Varje partikel har ett magnetiskt moment vars komponent lings
filtet kan skrivas som my, déar g ar en konstant och dir heltalet m kan anta viardena
—=J, -J+1, ....., J-1, J. Materialet befinner sig vid temperaturen 7.

(a) Bestdam materialets partitionsfunktion Z.
(b) Beriikna medelmagnetiseringen M .

(¢) Hur ser uttrycket for M ut vid hoga temperaturer?

Ett gummibands elasticitet kan beskrivas genom att betrakta det som en endimensionell
polymer bestaende av N molekyler, vardera med ldngd d och hopléinkade dnda vid @nda.
Vinkeln mellan tva angrinsande molekyler kan antingen vara 0° eller 180°. Nar
gummibandet dr obelastat kan bada vinklarna antas ha samma sannolikhet.

(a) Gummibandets lingd kan i denna modell skrivas som L = 2md, dér m ir ett positivt
heltal. Visa att antalet konfigurationer som polymermolekylerna kan anta ir.

2N!

N N
—+m |l ——m|!
2 2
Redogor tydligt for hur du resonerar dig fram till detta resultat!

(b) Om N >> 1 och m << N kan uttrycket ovan forenklas till
g(N.m)=g(N,0)exp(—2m"/N)

g(N,m)=

Vad ér da entropin fér gummibandet som funktion av lingden L ?

(c) Hur stor kraft F krévs for att halla gummibandet strickt till 1ingden L, om N >> 1 och
m<<N?

(d) Hur ser sambandet mellan kraft och lingd ut om endast villkoret N >> 1 &r uppfyllt?
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Lésningar

Uppgift 1

Termodynamikens andra huvudsats sédger oss att entropin #r en tillstandsfunktion, d.v.s.
entropidndringen vid en process fran ett jamviktstillstand till ett annat beror inte av hur
processen gar till. Man kan darfor alltid vilja att berdkna @ndringen via en reversible
process och vara séker pa att resultatet dr detsamma som man skulle fa i vilken annan
process som helst, reversibel eller e;j.

Uppgift 2

Gibbs fria energi G kan betraktas som en funktion av de oberoende tillstandsvariablerna
T, p och N. Ur matematikens flervariabelanalys foljer att de blandade andra ordningens
partialderivatorna dr symmetriska i den meningen att t. ex.

9°G _ 9°G
oTdp dpdT

vilket leder till Maxwellrelationen

o
ap - oT o

Anmairkning: P4 samma sitt finner man ocksa att

_[3_5) :(a_ﬂj
oN ), \oT ),

513
ON - op -

som ocksa ir Maxwellrelationer, fast mindre ofta anvinda.

och

Uppgift 3
Se figuren pa sidan 19 i Goran Wahnstroms ~Sammanfattning av delar av kursen
Termodynamik och statistisk fysik for F3”.

Den fysikaliska process som astadkommer temperatursiankningen ir Joule-Kelvin-
processen (dven kallad Joule-Thomson-processen), som innebir att det cirkulerande
mediet pressas genom en strypventil.



Uppgift 4

Vi gor forst en omnumrering och betecknar de fyra tillgéingliga enpartikeltillstainden
(orbitalerna) med index r = 1,2,3,4. Energierna ir alltsa

€1=82=0
&GE=€&E
&g =2¢

(a) Fermioner lyder Paulis uteslutningsprincip. Vi far foljande 6 mojligheter, dér
siffrorna O eller 1 anger om respektive tillstand &r besatt eller inte:

Orbital nr

1 2 3 4 Total energi
1 1 0 0 0

1 0 1 0 €

0 1 1 0 €

1 0 0 1 2e
0 1 0 1 2e
0 0 1 1 3e

Tillstandssumman blir
Z(T) — 1+ 2€7£/kT +2€72s/kT +€73£/kT
och medelenergin blir

E(T) B de—E/kT +2.2ge—2€/kT +3ge—3€/kT B 2e—€/kT +4e—28/kT +3e—3€/kT
1+ 2e—€/kT + 26—26‘/](7' + e—3€/kT 1+ 2e—€/kT + 26—26‘/1\7 + e—3£/kT

(b) Bosoner kan i motsats till fermioner sitta fler 4n en i varje orbital. Vi far foljande 10
mojligheter:

Orbital nr

1 2 3 4 Total energi
2 0 0 0 0
1 1 0 0 0
0 2 0 0 0
1 0 1 0 €
0 1 1 0 €
1 0 0 1 2¢
0 1 0 1 2¢e
0 0 2 0 2¢
0 0 1 1 3¢
0 0 0 2 4e

Tillstandssumman blir
7 (T) — 3+ 2e—€/kT +3e—26‘/kT + e—3€/kT + e—46‘/kT
och medelenergin blir

E(T) B 2ge—€/kT + 3 . 286_26/” + 386—3{;‘//(7" + 486—48/kT Ze—E/kT + 66_2€/kT + 36—3€/kT + 46—48/kT

- 3+2€—£/kT +3e—25/kT +e—3£/kT +e—4£/kT = 3+28—£/kT +36—28/kT +e—3s/kT +e—4s/kT




Uppgift 5

Boltzmann-statistik giiller ndr kvantmekaniska effekter ir forsumbara. Det betyder att
partikeltéitheten skall vara liten, sa att medelantalet partiklar per orbital ir litet. Ett annat
sitt att formulera kriteriet 4r att medelavstandet mellan partiklarna skall vara stort jim-
fort med de Broglie-vaglingden. Medelenergin E per partikel dr av storleksordningen
kT, energin dr relaterad till rorelsemingden p och partikelmassan m genom sambandet E
= p*/2m, och de Broglievaglingden A ir i/p. Alltsa finner vi att

A ~ hJmE ~ hnJmkT
Eftersom vi endast talar om storleksordningar kastar vi bort numeriska faktorer som 2
3/2 eller m.

Medelavstandet mellan partiklarna #r av storleksordningen (V/N)', diir N idr antalet
partiklar och V ar volymen. Hirur finner vi att villkoret for Boltzmann-statistik kan

skrivas
N (mkT\"
— <<
1% h

Uppgift 6
Se kursboken.

Uppgift 7

Beteckna solfangarens temperatur med 7 och den inkommande stralningsintensiteten
med go. Den virmeeffekt per ytenhet som solfangaren kan vidarebefordra till motorn
blir da

q=q,—oT"

dir oir Stefan-Boltzmanns konstant. Siffervirden: go = 1000 W/mz, o=5,6708-108
W/m*K*,
(a) Den tillférda nettoeffekten blir noll om

T=4% 364K =91°C
o

(b) Om motorn har samma verkningsgrad som en carnotmaskin blir det per ytenhet och
tidsenhet utrittade arbetet

T
w, :(qo—O'T“)(l—?o}

dér T, = 283 K dr marktemperaturen. Vi soker 7T sa att w,, blir maximal. Alltsa bildar vi
derivatan av w,, m.a.p. T och sitter den lika med noll:

T, T, T,
Do __4o73(1-T0 +(gy—0T*) =% = 40T +30T°T, + 120 = 0
dT T T T
Efter omformning ger detta ekvationen
T3 _%th _ 901, -0

4 VYo
Numerisk 16sning ger T =325 K = 52°C.

Svar: (a) 91°C, (b) 52°C



Uppgift 8
(a) Helmholtz fria energi for gasen ér

3GM? A

3 1/3
=F,(T,V)-=GN’m’ (—)

5 R1%
dir Fo(T,V) ar fria energin for en ideal gas och dér vi i sista ledet anvént relationen

mellan volym och radie for en sfir, V = 4ATR/3:

F(T,V)=F,T,V)-

Vi kan nu bestimma trycket ur partialderivatan av F med avseende pa V. Eftersom vi
vet att derivering av Fo(7,V) leder till ideala gaslagen finner vi att
e _(8F] _NKT 1 (4_;:}”3 GN’m® _ MKT _l(zmj‘” GM*
T.N

FY% 503 v T vy 53 ) v

vV 5
dir vi i sista ledet anvint att partikelantalet N &r bestdmt av den totala massan M och
molekylmassan m genom sambandet N = M/m.

(b) Vi dr intresserade av lutningen hos isotermerna i ett p-V-diagram och bildar darfor
partialderivatan av p med avseende pa V:

(a_p] __NkT+i(4_ﬂj”3 GN’m’
T

1% v 150 3 v

Denna partialderivata maste vara negativ (volymen skall minska nir trycket okar),
annars 4r systemet instabilt. Stabilitetsvillkoret blir alltsa att

15432 ot

1503 ) v*
vilket med anvidndning av sambandet mellan V och R kan omformas till
4 GMm
15 kR

(c) Siffervirden: k = 1,38-10% J/K, G = 6,67-10"" N-m*kg’, m = 1,67-10%" kg
(viteatomens massa), M = 2,00-10*° kg (solens massa), R = 710 m (solens radie).
Insittning av dessa virden ger villkoret T > 6,16-10° K.

MkT 1(4x\"” GMm> 4r
Svar: (@) p=————| —| —— dir V=—R?
Svar: @) p=- 5(3) VR 3
0 T> M T56210°K
15 kR

Anmairkning: Ovanstaende &r inte hela sanningen. Instabiliteter och kollapser ar
komplicerade fenomen. Ett annat villkor far man ur det sa kallade "’virialteoremet”, som
for ett system av gravitationellt viaxelverkande partiklar i jamvikt sdger att
U=-2K

dir U ar medelvirdet av den potentiella energin och K dr medelvirdet av den kinetiska
energin (som i detta fall dr 3k7/2). Hirur kan man hérleda att

3 GMm

> —_—
15 kR

vilket visades av Jeans nagon gang i borjan av 1900-talet. Vi noterar att det i huvudsak
ar samma villkor som vi fick fram utgaende fran tillstandsekvationen, men att det
skiljer sig med en faktor 4.



Uppgift 9
Energin i tillstandet m dr -muB.
(a) Tillstandssumman (”the partition function™) ar
m=J
Z(T.B)= Y, """ =sinh[(2J +1) uB/2kT |/sinh[uB / 2kT |
m=—J
(b) Medelmagnetiseringen dr

_ m=J
M=NL > mue™*™ = NKT [iln z)
0B ).

m=—J

_NH oy +1)coth{(2] +1)'U—B}—coth’u—B
2 2AT 24T

(c) Vid hoga temperaturer (k7 >> uB) kan vi serieutveckla coth-funktionen:

3
cothx=1[1+%+...]

X
vilket ger
2
— B
M =iNJ(T+1)E
’ kT
Uppgift 10

(a) Antag att antalet linkar med vinkeln 0° 4r N, och antalet lankar med vinkeln 180° 4r
N.. Kedjans hela langd blir da

L=2md=(N,-N)d

Eftersom N, + N. maste vara lika med N kan vi skriva

N, :E+m
2

N_zﬂ—m
2

Antalet olika konfigurationer for givna virden pa N, och N_ar N!/( N,! N.!). Antalet
konfigurationer g(N,m) som ger lingden 2md &r dubbelt sa stort, eftersom en
omkastning av N, och N. ger samma ldangd:

2N!

T

(b) Om N>>1 och m<<N finner man med hjélp av Stirlings formel att

§(N,m)=

2 2
g(N,m>zg<N,0>exp(— ]”’v’ j

Entropin dr da
kL
2Nd*

(c) Sambandet mellan kraften f, lingden L och temperaturen T ir tillstandsekvationen
for gugmmibandet och kan bestdmmas enligt termodynamikens standardmetoder med
den modifikationen att kraft och langd ersitter tryck och volym. Enligt termo-
dynamikens forsta huvudsats géller att

dE = 8Q + 6W =TdS + fdL

S=klng=klng(N,0)-




dar f dr kraften pa gummibandet. Helmbholts fria energi defineras som F = E-TS, och
dess differential blir

dF =-SdT + fdL

Motsvarande Maxwellrelation ar

(5)-42) -2
oT ), oL ), Nd*
Genom att integrera denna ekvation och anvinda randvillkoret f = 0 nir L = O finner vi
att

kTL
Nd*
(d) Betrakta bara en av ldankarna. I ndrvaro av en yttre kraft f har linken energin -fd om

den dr riktad ldngs kraften och energin fd om den dr motriktad. Medelldngden per link
dr darfor

f=

ol _ =tk

| = d=dtanhf—d
kT

ok | =Tk

+
Kedjans sammanlagda ldngd blir da

L=nl =Nd tanhf—d
kT

I fallet kT << fd aterfinner vi resultatet fran deluppgift c.



