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Liten formelsamling

För en idealgas gäller:

PV = nRT

E = E(T )

CP (T )− CV (T ) = nR

PV = konst. (isoterm process)
PV γ = konst. (reversibel, adiabatisk process)

γ = CP /CV

Kanonisk fördelning:

Pr =
1

Z
e−βEr

Z =
∑
r

e−βEr

β = 1/kBT

Ē = − ∂

∂β
lnZ

Geometrisk summa:
n∑

k=m

ak =
am − an+1

1− a
, a 6= 1

1. Betrakta n mol av en idealgas med konstanta värmekapaciteter CP
och CV . Låt gasen expandera reversibelt och adiabatiskt (värmeisole-
rat) från begynnelsevolymen V0 till slutvolymen 2V0. I denna process
uträttar gasen ett tryck-volym arbete på omgivningen. Gasens begyn-
nelsetemperatur är T0. Vad blir sluttemperaturen för gasen vid denna
process? Hur stort arbete uträttas?

2. För en partikel i en harmonisk potential ges energinivåerna av uttrycket

En = (
1

2
+ n)h̄ω , n = 0, 1, 2, . . .

Antag att partikel är i kontakt med ett värmebad vid temperaturen T .
a) Bestäm tillståndssumman Z för partikeln som funktion av tempe-
raturen.
b) Bestäm medelenergin för partikeln som funktion av temperaturen.
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3. Betrakta en gas som är innesluten i en behållare med konstant volym.
Gasens värmekapaciteter CP och CV är oberoende av temperaturen.
Bestäm det maximala arbetet som kan erhållas då gasens temperatur
sänks från T1 till omgivningens temperatur T0.

4. Tillstånden för en tre-dimensionell harmonisk oscillator ges av uttryc-
ket

En1,n2,n3 = (
3

2
+ n1 + n2 + n3)h̄ω

där n1, n2 och n3 är heltal och kan anta värdena: n1 = 0, 1, 2, . . . , n2 =
0, 1, 2, . . . och n3 = 0, 1, 2, . . . och frekvensen ω är densamma i alla tre
riktningarna. Energinivåerna är därför degenererade. Antag att syste-
met är i jämvikt med en reservoar med temperaturen T . Bestäm den
temperatur då sannolikheten är lika stor för att nivån med energin
(5/2)h̄ω är besatt jämfört med nivån med energin (7/2)h̄ω.

Lösningar

1. För en idealgas som genomgår en reversibel och adiabatisk process
gäller

PV = nRT,

PV γ = konst.

Beteckna sluttemperaturen med T1 (och motsvarande för tryck och
volym). Relationerna ovan ger oss då

T1 =
P1V1

nR
=
P0V

γ
0 V

1−γ
1

nR
=
P0V

γ
0 (2V0)1−γ

nR
=
P0V021−γ

nR
= 21−γT0

För en reversibel process gäller att ett infinitesimalt arbete uträttat av
gasen ges av

d̄W = PdV.

Det totala arbete gasen uträttar vid expansionen blir därför

W =

∫
d̄W =

∫ V1

V0
PdV =

∫ 2V0

V0
P0V

γ
0 V
−γdV =

= P0V
γ

0

1

−γ + 1

(
(2V0)−γ+1 − V −γ+1

0

)
=

P0V0

−γ + 1

(
2−γ+1 − 1

)
=

=
nRT0

γ − 1

(
1− 21−γ

)
.

2.

Z =
∞∑
n=0

e−βEn =
∞∑
n=0

e−βh̄ω(n+1/2) = e−βh̄ω/2
∞∑
n=0

e−βh̄ωn =

= e−βh̄ω/2
∞∑
n=0

(
e−βh̄ω

)n
= e−βh̄ω/2

1

1− e−βh̄ω
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Ē = − ∂

∂β
lnZ = − ∂

∂β
(−βh̄ω/2) +

∂

∂β
ln(1− e−βh̄ω) =

= h̄ω/2 +
1

1− e−βh̄ω
e−βh̄ωh̄ω =

h̄ω

2
+

h̄ω

eβh̄ω − 1
.

Är svaret rimligt? Vi har i.a.f. Ē → h̄ω/2 när β → ∞ (T → 0) och
Ē → ∞ när β → 0 (T → ∞), vilket stämmer med vad vi förväntar
oss.

3. Eftersom gasens volym är konstant kan den inte utföra något eget
arbete. Däremot kan gasen ge värme Qin till en motor som utför arbete
W och lämnar spillvärme Qut till omgivningen. Eftersom energin är
bevarad måste vi ha

W = Qin −Qut.

Under processens gång måste totala entropin öka eller vara oförändrad:

∆S + ∆S0 ≥ 0,

där S betecknar gasens entropi och S0 omgivningens (värmebadets)
dito. Vi vet att värmebadets entropi ökar med ∆S0 = Qut/T0. För att
räkna ut systemets entropiändring beräknar vi den succesiva föränd-
ringen i entropin längs en reversibel väg mellan start- och sluttillstån-
det (vid konstant volym).

∆S =

∫
dS =

∫
d̄Q

T
=

∫ T0

T1

CvdT

T
= Cv

∫ T0

T1

dT

T
= Cv ln

T0

T1
= −Cv ln

T1

T0
.

Sammantaget får vi alltså

∆S + ∆S0 ≥ 0⇔ Qut ≥ CvT0 ln
T1

T0
.

Det återstår att beräkna Qin. Qin blir som störst om hela minskning-
en i gasens interna energi sker genom reversibel värmeöverföring till
motorn:

Qin = −
∫
d̄Q ≤ −

∫ T0

T1
CvdT = Cv(T1 − T0).

Minustecknet kommer sig av att d̄Q är definierat som ett infinitesimalt
tillskott av värme till gasen.

Slutresultatet blir alltså

W = Qin −Qut ≤ Cv(T1 − T0)− CvT0 ln
T1

T0
.

Det maximala arbetet blir alltid ≥ 0, med likhet precis då T1 = T0,
vilket verkar rimligt.
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Om man minns formeln för exergin A = E + P0V − T0S finns ett
kortare sätt att komma fram till samma resultat. Vi vet att

Wmax = −∆A = −∆(E + P0V − T0S) = −∆E + T0∆S.

På samma sätt som ovan finner vi ∆E = −Cv(T1−T0), ∆S = −Cv ln T1
T0
,

och vi ser att båda metoderna ger samma resultat.

4. Sannolikheten för att systemet har en viss energi E ges av

P (E) =
∑
Ei=E

pi =
∑
Ei=E

1

Z
e−βEi = g(E)

e−βE

Z
,

där pi = 1/Z exp(−βEi) är sannolikheten för att systemet befinner sig
i tillstånd i, degenerationsgraden g(E) är antalet tillstånd med energi
E, och summan går över alla tillstånd i med energi Ei = E. Genom att
räkna alla sätt på vilket systemet kan ha energin (5/2)h̄ω respektive
(7/2)h̄ω finner vi

g((5/2)h̄ω) = 3

g((7/2)h̄ω) = 6.

Sannolikheten för respektive energi ges därför av

P ((5/2)h̄ω) =
3e−

5
2
βh̄ω

Z

P ((7/2)h̄ω) =
6e−

7
2
βh̄ω

Z
.

Vi ska nu bestämma temperaturen då P ((5/2)h̄ω) = P ((7/2)h̄ω):

P ((5/2)h̄ω)− P ((7/2)h̄ω) = 0⇔ 3e−
7
2
βh̄ω

Z

(
eβh̄ω − 2

)
= 0

⇔ eβh̄ω = 2⇔ β =
ln 2

h̄ω
⇔ T =

h̄ω

kB ln 2
.

Är detta rimligt? Ja, eftersom det finns hälften så många tillstånd vid
den lägre energin måste sannolikheten för varje sådant tillstånd vara
dubbelt så stor, d.v.s. exp(β∆E) = 2⇔ exp(βh̄ω) = 2.
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