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Tentamentsskrivning i Matematisk statistik TMA321, 4.5 hp.

Tid: Mandagen den 11 januari, 2010 k1 08:30-12:30

Examinator och jour: Erik Broman, tel. 772-3514,

Hjalpmedel: valfri rdknare, egen formelsamling (4 sidor pa 2 blad A4) samt
utdelade tabeller.

Tentamen bestar av 8 fragor om sammanlagt 30 poéng. Preliminéra betygs-
granser dr satta till (inklusive bonuspoing):

betyg “3”: 12 till 17 podng

betyg “4”: 18 till 23 podng

betyg “5”: 24 eller fler poéng.

OBS! For full poiang krivs fullstindiga och noggranna lésningar.

1. (4 podng) Betrakta foljande pdf (sannolikhetsfordelning):
f(x) = Ccos(x)e™ @) for 2 € [0,7/2]

for slumpvariabeln X.
a. Hitta C sa att detta blir en pdf (sannolikhetsférdelning).
b. Lat Y = sin(X), hitta pdf:en for Y.
c. Berdkna E[sin(X)].
d. Berdkna Var(sin(X)).

Lo6sning: a. Vi har att
/ C cos(z bl’””dm—C/eyoly—C[ eV =C(1—et),
shatt C=1/(1—e 1),
b.Vi har att
Flz)=P(X <z)= /02 C cos(z)e™ 5@ dy = C/OSin(Z) e Vdy = C(1—e®in(2)),

darfor blir

Fy(y) = P(Y <y) = P(sin(X) < y) = P(X < arcsin(y)) = C(1—e~sn@resin@)y —

Genom att derivera kan vi da bestdmma pdf:en for Y till

fy(y)=Ce™¥, for0<y<1.

C(1—e).
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C.

E[sin(X)] = E[Y] = C/Ol ye Ydy = C ([—ye‘y](l) + /01 e_ydy> =C(—et+C7h).

d. Var(sin(X)) = Var(Y") och
1 1
E[Y? = C/ y?e Vdy =C ([—yzey]}) +/ 2yeydy)
0 0
1
=C (—61 + [—2ye V)4 + 2/ eydy) =C(=3e 1 +2C7Y).
0

Ur detta kan vi skriva variansen som

Var(Y) = C(=3e ' +2071) - C?(—e 1 4 C71)2

2. (5 poéng) Pa snuslagret i Géteborg forsvinner det ovanligt manga dosor.
Ledningen misstinker stold. I hela landet sa har man sett att det i genomsnitt
forsvinner 207 dosor snus varje vecka. Detta tillskrivs felaktig hantering, kasse-
ring av undermaliga produkter osv. Innan man gar till polisen med en formell
anmélan sa vill man gora ett test for att se om hypotesen &r rimlig. Man rékna-
de darfor antalet forsvunna dosor under tolv veckor och fick féljande resultat.

vecka: 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12
dosor: 242 242 203 222 196 198 220 251 205 227 215 242

a. Satt upp ett hypotestest for att testa ledningens misstankar.

b. Lat signifikansnivan « = 0.01. Anvind normalapproximation for att testa
hypoteserna du satte upp i uppgift a. Skall du férkasta nollhypotesen pa den
givna signifikansnivan?

c. Lat signifikansnivan igen vara o = 0.01. Anviind den exakta nollférdel-
ningen for att testa hypoteserna du satte upp i uppgift a. Skall du férkasta
nollhypotesen pa den givna signifikansnivan?

d. Ar det nagon skillnad mellan b. och c. Ar det viktigt vilken metod som
anvinds? Vilket dr p-virdet av testen i b. och c¢.? Motivera.

2. L6sning:
a. Anvind Hg : p = 207 och Hy : > 207.
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b. Vi anvédnder att under Hy och med normalapproximation &r

X—p
Vidare blir X ~ 222 och s ~ 19.1. Darfor blir
X —p
T =27
s/\/n

~ N(0,1).

Tabell ger

X —
P(Z " > 97) ~ 1 0.9965 = 0.0035.
Vi kan dérfor forkasta Hy pa signifikansnivan 0.01.

c. Den exakta nollfordelningen &r:

X —pu :
NG 11
Vi far ur tabell: <
— M
P >27)~1-0.989 =0.011

vi kan alltsa ej forkasta Hy pa signifikansnivan 0.01.
d. p-véardena &r 0.0035 och 0.011 (cirka). Vi ser att med vald signifikansniva
ar det en stor skillnad (vi tar ju olika beslut). Lampligtvis gar man vidare och

gbr en ny métning under en langre period.

3. (4 poéing) Antag att Xi,...,X,, dr oberoende mitdata fran en likformig
fordelning pa intervallet [1,6] dar 6 > 1.

a. Bestim MME (method of moments estimate) skattaren for 6.

b. Bestdim MLE (maximum likelihood estimate) skattaren for 6.

Losning: B .
a. Vi har att E[X] = (0 — 1)/2, darfor blir d& MME:en X = (6 — 1)/2, sa att
0=2X+1.

b. Vi har att

L) = f(Xy,..., X,

= H f(Xi
i=1

1
- mhim“(xlvw)%)gw

0)

1 n
0) = mgﬁgxige
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Det ir enkelt att se att denna funktion maximeras av 6 = max(Xy,---,X,,)
vilket alltsa &r MLE:en.

3. (4 podng) Storkar anlénder till skorstenarna i en stad enligt exponentialfor-

delade vintetider med parameter \. Dvs tiden mellan tvi ankomster 4r Exp(\)
fordelad.

a. Om A = 2, vad &r sannolikheten att vi vid tiden ¢t = 4 har fatt 5,6,7,8
eller 9 ankomster?

b. Lat T, vara tiden det tar tills dess att den forsta storken anlinder. Be-
rikna P(Ty < s+ t|Ty > s)

c. Lat T; vara tiden mellan att storkar nummer ¢ — 1 och ¢ anlinder. Vad &r
fordelningen for > ;" | 737 Endast svar krévs.

Losning.
a. Antalet dr Poissonfordelade med parameter p = At = 2 x4 = 8. Darfor blir
sannolikheten

b. Vi har att .
P(Ty <s) = / 2 2dt =1 — e 2,
0

darfor blir
672(t+s)

]P’(les—i—t|T125): =e

e—2s ’
sa att
P(Ty < s+t|Ty >s) =1—e .

c. Yo Ty dr Gamma(n, \)-fordelad.

5. (3 podng) Maya dr 3.5 ar gammal och uppskattar julen vildigt mycket.
Speciellt presenterna. Hon far tolv julklappar. Nedan kan man se deras pris och
ungefir hur glad hon blev 6ver att fa dem. Gladjen &dr svar att méta exakt men
uppskattas (som ett tal mellan 1 och 100) med hjélp av omedelbar reaktion samt
hur mycket tid som spenderas med respektive present de ndrmaste dygnen efter
jul. Resultatet blev som foljer.

present nr: 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12
gladje: 17 25 37 12 25 34 26 16 23 33 23 13
pris: 59 159 349 49 119 295 195 35 139 299 139 62
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a. Plotta glddjen som funktion av pris i en graf.
b. Bestdm regressionslinjen y = by + by x.
c. Ar ett linjirt samband rimligt? Bedom fran resultatet av din figur

Losning.
b. Vi anvénder oss av:
12 12 12
by = 1200 %yi — D2, i) Vi
= 12 12
12352, x? — (Doiz1wi)?

och

bo=Y — b X.
Vi far att by =~ 0.08 och by ~ 11.
c. Ett linjirt samband &r inte rimligt. Alla mitpunkter ligger under linjen

féor sma och stora priser medans punkterna ligger 6ver for medelstora priser.
Snarare dr sambandet konkavt t.ex. y = b0 + b1,/z eller sé.

6. (4 podng) Halten bly i varmvatten uppmaéttes vid 14 tillfallen. Resultatet
blev som foljer.

test nr: 1 2 3 4 5 6 7 8
resultat (ppm): 16.2 13.0 129 224 19.1 19.0 27.1 21.5
test nr: 9 10 11 12 13 14

resultat (ppm): 21.0 27.9 16.0 23.5 24.2 18.8

Dom uppmaétta halterna antas vara normalfordelade.
a. Skatta p och o.
b. Visa att din skattning av p &r vintevirdesriktig.

c. Ge ett 95 % CI (konfidensintervall) for din skattning av p. Enligt EU s
ar det tillatna grinsvirdet 18.5 ppm, vad séger ditt CI om det?

Losning:
a. p1 skattas med hjilp av X ~ 20.2 och o skattas med hjilp av s2, dir

14
1 _
2=—§ X; — X)? ~21.9.
y 137,:1(' )
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b. E[X;] = p och

n 1 n
E[(Z Xi)/n] = n ZE[X%] = _np=p
i=1 i=1
c. Vi har att _ _
X—p X-

sg s/vn
14 prover &r for fa for att kunna anvinda normalapproximation. D&rfoér blir vart
95 % CI for p:

_ S — S
(X — ﬁt(x/z,m,X + ﬁta/z,w]
~ [20.2 — 1.25 % 2.16,20.2 + 1.25 % 2.16] ~ [17.5,22.9)].

7. (3 poéing)

Du &r en del av en cell och har déarfor fatt tolv nukleotider. Tre nukleotider
vardera av sorterna A,C,T, och G. Din uppgift i cellen &r att linka samman
dessa till en DNA-sekvens. Du har inte fatt nagot recept och ar darfér tvungen
att sitta ihop dom pa mafa.

a. Hur manga olika sekvenser kan du bilda av de tolv nukleotiderna?

b. Antag att alla konfigurationer i (a) &r lika troliga. Vad blir da sannolik-
heten att du far en sekvens dir alla nukleotider av samma sort ligger bredvid
varandra som t.e.x. AAACCCGGGTTT?

Losning:
a. Om nukleotiderna hette Al, A2, A3,C1,... dr det enkelt att se att vi skul-
le fa sammanlagt 12! olika sekvenser. For en given sekvens av A,C,T,G kan
Al, A2, A3 sorteras pa 3! olika sétt. Vi far darfér att det existerar

12!

EE

olika sekvenser.

b. Det finns exakt 4! olika sétt att generera en sadan sekvens. Alltsa blir

sannolikheten
41(3 !)4

12!

8. (4 poing) Lat (X,Y) vara likformigt fordelade pa omradet Q = {|z| +|y| <

1.
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a. Bestdm pdfien f(z,y) for (X,Y).

b. Bestdm den betingade pdf:en f(z|y).
c. Bestam E[X] och E[Y]

d. Ar X,Y oberoende? Motivera.
Losning:

a. Vi har att 1
flay) =5, for fo] + 1yl < 1.

b. Vi berdknar marginalférdelningen, antag forst att y > 0.
v 1
f)= [ jdr=50-y-(-1)=1-y.
y—1

Om istéllet y < 0 far vi att

1+y 1 1

f(y)=/ gz =50+y—(-y-1)=1+y.
—y—1

Dvs att f(y) =1 — |y|. Vi far att

flzy) 1
fly)  2(0—y|)

f(af‘y) =

c. Dessa ar 0 av symmetriskil eller rakning.

d. Nej dom &r inte oberoende. T.ex. om for 0 < e < 1/3 X € [1 —¢,1] sa
innebér det att Y € [—¢, €].



