Tentamentsskrivning: Matematisk statistik TMA321 1

Tentamentsskrivning i Matematisk statistik TMA321, 4.5 hp.

Tid: Mandagen den 25 maj, 2009 k1 08:30-12:30

Examinator och jour: Erik Broman, tel. 772-3514, mob. 073 7320791, MV-
huset rum L3080.

Hjalpmedel: valfri rdknare, egen formelsamling (4 sidor pa 2 blad A4) samt
utdelade tabeller.

Tentamen bestar av 8 fragor om sammanlagt 30 podng. Prelimindra be-
tygsgranser ar satta till (inklusive bonuspoéng):

betyg “3”: 12 till 17 poéng

betyg “4”: 18 till 23 poéng

betyg “5”7: 24 eller fler poéng.

1. (4 poang) Betrakta foljande gemensamma pdf (sannolikhetsférdelning):
flz,y)=k(z—y) 0<y<z<1

for slumpvariablerna (X,Y).
a. Hitta k si att detta blir en gemensam pdf (sannolikhetsférdelning).
b. Bestdm den betingade fordelningen fy|x (y|x).
c. Anvind svaret i uppgift b. fér att berdkna
EY |X = z].
d. Bestim P(X > Y?).

Losning:
a. Vi har att

/01/Omlst(lx—y)dyda:2 z 1 .
:/0 k[@]odx:/o k[%]odwz

b. Vi kan utldsa ur rdkningarna ovan att

_ ke
)

(=2l

)

sad k=6.

= 3z2.

fx(z)

Darfor blir
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c. Vi far att

IE[Y‘X = 1] =/0 yfyix(ylz)dy = 2

d. Vi har:

1 T
P(X >Y?) = / / Liz>y2}6(z — y)dyda
o Jo

:/Ol/oﬁG(m—y)dydm:/OIG[@]ﬁda}
0

5/2 2 10°
2. (4 poang) Lat Xi,..., X, vara oberoende och likaférdelade slumpvariabler
med pmf

. 1 945/2 271
=3/ mz—(x—ﬁ)zdm:?)/ 2m3/2—$d$:3[m ‘E] _ 9
0 0

P(X, =1) = B(X; = —1) = %
a. Hitta den momentgenererande funktionen for X;.

b. Lat S, = (X1 + -+ + X,)/+/n. Bestdm den momentgenererande funktio-
nen for S,.

c. Visa att S, - Z dir Z ~ N(0,1).

Losning:
a. Vi har att

1
Mx(t) = Ele!X] = §(et +eh).
b. Vi har att

Mg, (t) = ]E[ets"] _ ﬁ]E[etXi/\/ﬁ] — (%(et/\/ﬁ + e—t/\/ﬁ)>n‘

i=1

c. Vi har att

Loyvm oty L >tk — (—t)F\ 12 t*
@Y = o \ 2 g~ 2 i | =1 O '

k=0 k=0

z 2 [zy?  ¢3)" 2
372/0 y(z—y)dy = [——— =
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Darfor géller att

t2 t4 " t2/2
o= (1 £vo(B)) e

3. (4 poang) I ett forstk att hitta guld togs elva stycken bergsprover fran
nérliggande omraden och halten guld uppméttes i dessa. Halterna antogs vara
normalférdelade med okédnt p och o. Resultatet blev som f6ljer:

test nr: 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11
resultat (ppm): 236 171 309 193 206 253 203 195 158 215 133

a. Skatta p och o.
b. Ge ett 99 % CI (konfidensintervall) for din skattning av p.
Losning:

a. u skattas med hjilp av X = 206.5 och o skattas med hjilp av s2, dér

11

1 _
o D (X — X)? ~ 2295,
=1

2:

b. Vi har att

X—p X—u .

Sy B s/\/n 10-
11 prover &r for fa for att kunna anvidnda normalapproximation. Darfor blir
vart 99 % CI for u:

_ s - s
(X - ﬁta/llO:X + ﬁta/llO]
~ [206.5 — 14.45 % 3.169, 206.5 + 14.45 = 3.169] ~ [160.8,252.3].

4. (4 poang) Antag att X1,..., X, dr oberoende mitdata fran en fordelning

med pdf
0

a. Bestdam MME (method of moments estimate) skattaren for 6. For vilka 6
ar detta mojligt?

b. Bestdm MLE (maximum likelihood estimate) skattaren for 6.
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Losning:
a. Vi har att

> Oz
E[X] :/0 de
— e+ 07 - [T

B 1 A R S
—0+[—1_0(1+$) ]0_0 T T

omf>1. MME ger dd att X =1/(6 —1) d.v.s. 6 =1+

-

b. Vi har att

- .Hf(Xi o) = H I+ X)L, (1 + Xq)oHt

i=1 i=1

" B o B 0 "
O [I, e+ log(ihXe) = p(0+1) 37, log(1+Xs) = \ [ 57 tog(14X,) )

For att maximera L(6) racker det att maximera

6
I S log(14Xs)

Lat darfor
g(6) := e~ O+,

dir o = 13" log(1 + X;). Vi har att
g’(0) — e—(9+1)a _ age—(a—i-l)a =0,

ger villkoret 1 = af. Vi ser att g bara har en extrempunkt och da g i denna
antar ett positivt virde sa maste detta vara ett maximum da

lim ge~ (Do — Jim ge= 0tV —
6—0 6— o0 ’
dd a > 0. Vi far att MLE’n for 6 blir
~ 1 1
0 = — =

a 137 log(l+X;)

5. (4 poang) Liza som &r en farfarmare i Wales har N far som &r svarta eller
vita. Till den arliga “faratarfestivalen” véaljer hon ut n stycken far, alla med
samma, sannolikhet. Proportionen svarta far ar p. Lat X vara antalet svarta far
av dom n som hon valjer ut.
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a. Vilken f6érdelning har X?
b. Ange sannolikheten for att P(X = k) och forklara varfor den blir sddan.

Faret Jons-Harald ser vad som &r pa gang att hinda och bestdmmer sig for
att rymma. Jons-Harald forséker hoppa Gver ett stingsel, nagot som lyckas med
sannolikhet p > 0. Dessutom maste Jons-Harald hoppa 6ver r stycken stidngsel
pa sin vig till frihet.

c. Antag att Jons-Harald fortsatter hoppa tills han lyckas rymma och antag
att varje hopp &r oberoende av dom féregaende. Lat Y vara antalet hopp totalt
innan han har rymt, vad &r férdelningen for Y7

d. Ange sannolikheten for att P(Y = k) och forklara varfér den blir sddan.

Losning:
a. X ar hypergeometriskt férdelad.

b.
Np\ (N(1-p)
P(X =k) = M
(%)
Hir &r (A,rf) antal sitt att vilja ut k svarta av totalt Np svarta, (Nr(bl:lf)) antal

siitt att vilja ut n — k vita av totalt N(1 — p) vita och (%) antal siitt att vilja
ut n stycken far av totalt N stycken sammanlagt. Vi har att

P(X = k) = # satt att valja ut k svarta och n-k vita av N

# satt att vélja ut n far av N

c. Y idr negativt binomialférdelad med parametrar r, p.

d. Varje sekvens av k forsok varav r dr lyckade (och den siste ar en av dom)

har sannolikhet p"(1 — p)*~". Anatalet sidan sekvenser &r (¥~1), darfor blir

k-1

]P(sz)z(r_l

)p’"(l - )

6. (4 poang) Tony och Tom singlar slant 50 ganger. Tony vet om att Tom
har en fuskslant som gor att Tom vinner med sannolikhet 0.7 och misstinker
att Tom anvénder sig av den.

a. Vilj en lamplig nollhypotes och alternativ hypotes. Bilda likelihood ra-
tion LR.
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b. Antag att RR = {LR < c}, hur skall vi vilja ¢ sd att vi forkastar var
nollhypotes pa signifikansnivan a = 0.05?

c. Antag att Tony bara tror att slanten dr manipulerad men inte har nagon
aning om hur. VAlj en lamplig nollhypotes och alternativ hypotes och bilda en
genraliserad likelihood ratio.

Losning:
a. Vilater Hy: p=1/2 och Hy : p=10.7. Vi far att

LR = f(X|Ho) _ (1 - 0.5)50_X(0.5)X
T f(X|Hy)  (1-0.7)50-X(0.7)X

b.Villkoret RR = {LR < c} ger
0.5% 0.3\~ 0.3\
e < & — < —
(0.3)50-X(0.7)X =€ (0.7) =¢ (0.5) ’
som i sin tur ger villkoret

X >

log ¢ + log (%)50
0.3 :
log (53
Vi anvinder oss av normalapproximation s att vi antar att X ~ N(25,25/2).

X —-25

0.05 ~ P(
25/

> 1.645),

[\V]

vilket ger X > 254 1.645%+/25/2 ~ 30.8, men da X &r ett heltal far vi villkoret
X > 31. For att fa fram ¢ maste vi da 1osa

log ¢ + log (%)50
3= 03\
log (5:3)
som ger
0.3 0.3\
logc =31 xlog (ﬁ) —log (ﬁ) ,
s att

0.3\* 703\
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c. Vi far
0.5%0

(1= X/n)mX(X/n)X"
darfor att p = X/n MLE™ fér p.

GLR =

7. (3 podng) Nagra forskare méter medeltemperaturen under en vintervecka
vid nordpolen. Detta upprepas under 14 ars tid och féljande data mattes upp:

ar: 7 78 79 80 81 82 83
medeltemperatur: —30.06 —30.37 —29.33 —29.71 —-29.39 —-29.79 —29.66
ar: 84 85 86 87 88 89 90

medeltemperatur: —29.17 —29.16 —-28.36 —29.11 -—-28.01 -—-28.20 —29.48
a. Plotta data i figur.

b. Bestdm regressionslinjen y = by + byx och rita in den i samma figur.

c. Verkar sambandet linjart? Ar detta rimligt?
Losning:

a.

b. Vi anvénder oss av:

_ 14 Z;il TiYi — Z;il x; Zﬁl Yi

b 14 14 2 ’
Zi:1 x? - (Ei:1 Z'iyz')

och B -
b() == Y - le

Vi far resultatet bg ~ —39.37 och by ~ 0.121.

c. Fran figuren ser ett linjirt samband rimligt ut. Dock kan den skarpa
trenden eventuellt ifragasittas.

8. (3 poang) Lat X varalikformigt fordelad pa mingden {-3,-2,-1,0,1,2,3,}
och Y vara likformigt férdelad pd {—2,2}. Antag att X,Y &r oberoende och
satt

U=X+Y

och
V=X-Y.

a. Berdkna covariansen mellan U, V.

b. Ar U,V oberoende?



Tentamentsskrivning: Matematisk statistik TMA321 8

c. AntagattU = a+) b X;ochatt V =c+) v, d;Y;, dir Xy,..., X, Y1, ...

alla ar oberoende. Visa att

n m

Cov(U, V) =Y bid;Cov(X;,Y;)
i=1 j=1
LoGsning:
a. Vi har att
CowX+Y,X-Y)=Var(X)=Var(Y)=(32+2*+1)x2/7T—4=0.
b. Nej, t.ex. giller att

P(U =5V =1)=P(X =3,Y =2) = P(U = 5) # P(U = 5)P(V = 1).

c. Se bok sid 139-140.

Yin



