Institutionen for tillampad mekanik, Chalmers tekniska hogskola

( %o
TENTAMEN I HALLFASTHETSLARA F — MHA 081
19 JANUARI 2013

Tid och plats: 8.30—12.30 i M—huset. Larare besoker salen 9.30 samt 11.00

Hjalpmedel: 1. Larobok i hallfasthetsldra: Hans Lundh, Grundldggande hdllfasthetsldira,
Stockholm, 2000.
2. Handbok och formelsamling i hallfasthetsldra, KTH, eller utdrag ur denna;
vid Inst. for tilldmpad mekanik utarbetad formelsamling.
3. Publicerade matematiska, fysiska och tekniska formelsamlingar.
Medtagna bocker far innehalla ‘normala’ marginalanteckningar, men inga 16s-
ningar till problemuppgifter. Losa anteckningar i 6vrigt dr inte tillatna. Vid
tveksamma fall: kontakta skrivningsvakten innan hjilpmedlet anvinds.
4. Typgodkéand minirdknare.

Larare: Peter Moller, tel (772) 1505

Loésningar: Anslas vid ingangen till institutionens lokaler 21/1. Se 4ven kurshemsidan.

Poiangbedomning: Varje uppgift kan ge maximalt 5 podng. Maxpodng pa tentan &r 25. Betygsgran-
ser: 10—14p ger betyg 3; 15—-19p ger betyg 4; for betyg 5 krdvs minst 20p. Ytterli-
gare 1 poang ges for varje korrekt 16st inlimningsuppgift under kursens gang

(Ip 4 2011) — dock kravs ovillkorligen minst 7 poing pa tentamen.

For att fa podng pa en uppgift maste 16sningen vara lasligt och uppstéllda ekva-
tioner/samband motiveras (det ska vara mgjligt att folja tankegangen). Anvind
entydiga beteckningar och rita tydliga figurer. Kontrollera dimensioner och (dér

sa ar mojligt) rimligheten i svaren.

Resultatlista: Anslas senast 28/1 2013 pa samma stélle som 16sningarna samt pa kurshemsi-
dan. Resultaten sinds till betygsexpeditionen senast vecka 6.

Granskning: Onsdag 30/1 1290-13% samt torsdag 31/1 1220-13% p3 inst. (plan 3 i nya M—
huset).

Uppgifterna ér inte ordnade i svarighetsgrad
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1.
En stel bom ABC med ldngden 2L ar vid A

E AL

ledat (momentfritt) infast i en vagg och halls i
lage med tva vertikala stanger, BD och CE.
Bada stingerna har langd L, tvarsnittsarea A

och ar tillverkade av ett lineért elastiskt mate-

rial med elasticitetsmodul E. Bestam vertikal-
forskjutningen vid C, da konstruktionen
belastas av sin egentyngd. Bomens egentyngd \ 0
ar 0 medan vardera stang har egentyngden

0, = 0/5 och betraktas som jamt férdelad, 0 /L (kraft/ldngd), langs respektive stang.

2.

X
z q(x) = ~qo7 g = 3EI
En balk med ldngden L och konstant bojstyvhet L
N\
EI ar i sin vanstra dnde, x = 0, rullagrad och vid 7 T T
_ . . .. _ 3EI EI
x = L elastiskt inspdnd med styvheten § = -
N
d v s i hogra dnden ar forskjutningar forhindrade, | | x
L

men inspanningsmomentet M. _ dr proportionellt

insp

mot balkens rotation 6 vid x = L (M, _ = $6). Bestam snittmomentet M(x) och tvarkraften T(x) i

insp

balken, da den belastas med en fordelad last (kraft/lingd) g(x) = —qOI)—i enligt figuren.

3. z
Betrakta konstruktionen i foregaende uppgift — balken har

satts samman genom att lima ihop tre briador med bredd x hojd

2H x H , sa att tvarsnittet blir rektangulart med bredden 2H och l_lm__%\ 4 3H
L

hojden 3H enligt figuren. I ett visst tvarsnitt dr tvarkraften

2
11q,L L
T = 3(]00 och det béjande momentet M = qg—o . Lat ‘ 2H

go = 5,625kN/m, L = 2m samt H = 50 mm och

a: bestam storsta normalspanningen o i tvarsnittet (2p)

b: skjuvspanningen i limfogarna (3p)
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4.

Bagkonstruktion i figuren bestar av tva kvartscirkelba- A
gar, AB och BC, av ett lineirt elastiskt material. Bada \ El
delarna har krokningsradien R och konstant bijstyvhet

EI.Vid A ar alla forskjutningar och rotationer forhin- B
drade, men vid C ar endast vertikal férskjutning forhin-

drad. Beridkna snittmomentet vid B da barverket

belastas med en horisontell kraft P vid C. Det kan

antas att tvarsnittsdimensionerna ar sma jamfort med

R och hiansyn behover bara tas till b6jdeformationer

(d v s forsumma eventuell inverkan av skjuv— och axialdeformationer).

5.

Beridkna kritisk last, P = P, , med avseende péa stabilitet for den balkkonstruktionen som visas i

figuren nedan. Spannet AB har langden L och bgjstyvheten E7, medan 6verhianget BC, ocksa med

langden L, kan betraktas som stelt (d.v.s deformationen av delen BC kan forsummas). (5p)

A El stel P
N\ B c ™
N | X
[ [ l
0 L 2L
Losning 1: Frildgg bommen och betrakta momentjamvikt Ng Ne
kring A: Ny [L+N.[2L-Q[L = 0; alltsa fas ° ? ?
Hrg

Ng+2No = Q

Betrakta nu en stang som belastas med en utbredd last med

konstant intensitet Q/(5L) ; med konstant axialstyvhet EA ges den axiella forskjut- 0

-0

2
du _
— =

22 SEAL (formelsamling sid 2). Losningen blir

ningen u(x) som lésningen till

0x’

M(X) = C1+C2X—m

dar de tva integrationkonstanterna bestdms av randvillko-
ren.
Vid x = 0 har vi trivialt att «(0) = 0, vilket ger C, = 0; vid andra &dnden kréver

. du po . du N
jamvikt att N = o(L)A (se figur) — med 0 = Ee = Eﬂ fas EFL = 2

, 84
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N © . _(N ., 0 ox’
C, = AT varvid u(x) = (EA + SEA)X AL’ speciellt fas stangens forlangning som
u(l) = l(%é T Forliangningarna av stiangerna BD och CE blir alltsa
_Nsl oL NcL oL
O = " 10EA O = " 10EA 2)
Om bommen éir stel (dess deformation kan forsummas) har vi for . B . c
smé forskjutningar kompatibilitetsvillkoret 5. = 235 ; med ekv (2) v\TéB\l%
ger detta
-2
Ne=2Ng = 35 3
De tvé stangkrafterna kan nu l6sas ur ekv (1) och (3); speciellt fas N = % som efter insittning i
e s 130L
(2) ger den sokta: 3. = T

Losning 2: Momentet kan fas som M(x) = —-E[~— d W dar w(x) dr transversalforskjutningen, och
d

tvarkraften darefter som 7T(x) = %’1 ; se H Lundh ekv 7-65 respektive 7-3. Med konstant bojstyv-

4
het EI och den givna belastningen, fas transversalforskjutningen som lgsningen till dw _ —0 H
dx

(formelsamling sid 3), dar vi infort & = % . Integration 4 ggr ger

4
w(x) = A+ BE + CE* + DE ‘1205155

dir integrationskonstanterna bestdms ur randvillkor; vi kommer da att behéva derivatorna

dw B 2C. 3D
&Lt T —E‘mzi

2
dw 2C 6D qoL

3
— = St —5&——=&
x> L* [* OFl
Vid x = 0 &r transversalférskjutningen forhindrad och snittmomentet <
>/ M(0)
2
M(0) = 0; med M = -EIw" har vi alltsa villkoren w(0) = 0 och d—v; =0. x=0
dx o0
Vid andra anden, x = L géller att w(L) = 0 samt att (se fig) M(L) = M, , s& w'(L) insp
M(L
med M(L) = -EIw"(L) och M, . = Sw'(L) ha vi EIw"(L) +Sw'(L) = 0 eller efter 4()9
x =1L
d w S dw
division med bojstyvheten — e i
x=L x=L

Randvillkoren vid vinster dnde ger direkt att A = C = 0. Villkoret w(L) = 0 ger
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q rt
- 107
B = 120EI b )

medan momentjimviktsvillkoret vid x = L ger att

2 3
6D 4ok S(B 3D 4k ) _ (5)
1> OEI "EI\L L 24EI)

Med (4) insatt i (5) far vi

SL
S5+= 2 2
_ L EI ok _ 4ol
b= 34 SL 60EI — 45EI
EI
2l e
dér vi satt in att S = SEL . Vi har da M(x) = —E1¢2 = 107 ¢3_ODELe _ 90% (563 45y samt
L 26 2 30
_dM 9oL, 2
T(x) = i %(155 -4)
Alternativt: Anvind elementarfall. Formelsamlingen sid 9 ger
g
3
= ol Mingl och fran det givna momentvinkel-sambandet har
45E1  3EI 0
M VA Minsp
Vi@ = %’ . Ur dessa tva uttryck for vinkeln vid x = L l6ser vi
%qLZ qL2 qL2 qL[£ 2q,L
= | Bl 70 S HAmvi i = A i =g = 97 Vi
My = 5L ® 30 . Momentjamvikt kring x = L ger V,L+ 0" 5-0=Va = 13 . Vi
EI

kan nu berdkna M(x) och T(x) genom att snitta vid godtycklig koordinat x och stélla upp jamvikt-

sekvationer fér den utsnittade biten.

Losning 3a: Med koordinatsystemets origo i tvarsnittets yttyngdpunkt, berdknas normalspéan-

_2HIBH) _oH'

ningen med o(z) = I%Z (H Lundh ekv 7-26). Hér 4r areatroghetmomentet 7 = I, 15 3

M k|7 +q,L
Vifar da +jo| = 2l - 1o - = 2 MPa (drag/tryck i ovan—/underkant).

max I

y 90H

TS
Losning 3b: Skjuvspidnningen beridknas enligt 1 = WAD (H Lundh ekv 7—

AO= 21?
4 HT
48); har ar 1 = I, = % enligt ovan, b = 2H snittets bredd och §,; statiska Y

momentet m a p y—axeln for de bit av tviarsnittet som ligger pa ena sida om
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den linje ldngs vilken skjuvspénningen soks. Har har vi (se figur) AD = 2H (H = 2H” och

I1gyL

3
)
11q,L
S,0= AUH = 2 . Insattning ger T = 304 = T _ lyipa= 037 MPa
o 13552~ 30

Losning 4: Vi har 4 fixkrafter — ett stodmoment och tva stodkrafter vid A samt en vertikal stod-
kraft vid C — men bara tillgang till 3 jamviktsekvationer, d v s konstruktionen &r statiskt obe-

stdmd. Vi kan berdkna den vertikala férskjutningen &, vid C med Castiglianos andra sats;

kompatibilitetsvillkoret 5, = 0 ger oss den extra ekvation som behovs. Vi utnyttjar alltsa att

ow

6VC=6—VC

= 0 (H Lundh ekv 15-96) dar v ar stodkraften vid C. Har &r den elastiska energin

2
W= I%ds (H Lundh ekv 15-52) om hénsyn endast tas till b6jning och s &4r en koordinat ldngs

ow owoM .
barverket. Vi har att —— 6V G—Mm sa

J'MBM

EIBVC )

Snitta vid en vinkelkoordinat ¢ mellan B och C; momentjamvikt
ger R /5

oM

M(0) = VRsing — PR(1 - cos¢) FI = Rsind (7) M%) W
C
4>

Snitta mellan A och B; med vinkeln 6 enligt figuren fas

M(9)
M(8) = VR(2 - cosB) — PR(1 + sinB) gj‘v/’ R(2-cos®) (8)
)
P
4>
VC
Inséttning av (7) och (8) i (6) ger nu
w2 w2
11 I[Vch(sin(I))z—PRz(sin(I)—cos¢sin¢)]Rd¢+ | [V R*(2 - cosB)? — PR2(1 + sinB)(2 — cos8)]RdB| = 0
0 0
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Integration ger ¥ Ve—(m+1)P = 0, sa stodkraften méste vara v = 25(1:[+ é)P. Det s6kta momen-

tet fas nu ur (7) med ¢

> (eller (8) med 6 = 0):
LT 10-3m,,,
VCRsmz - PR(l - cosg) = (Vo—P)R = =% PR=0,075PR
mmp—
Losning 5: Den styrande differentialekvationen har l6sningen w(x) = A + Bx + Ccos(nx) + Dsin(nx)

Mp

(Lundh ekv 8-66), dir »n = Jg och w(x) &r transversalférskjutningen. Konstanterna (A, B, C, D)
bestams av randvillkoren.

Vid x = 0 har vi trivialt att w(0) = 0 samt att w"(0) = 0 eftersom snittmo- M(0) = —EIw'(0) = 0

mentet M = —EIw" dr noll hir. Detta ger att A+ C = 0 respektive ﬁxﬂ B

—-Cn?2=0,88 4 =C =0.Vihar da att w(x) = Bx+ Dsin(nx) 0

Vid x = L géller att w(L) = 0, vilket kraver att BL + Dsin(nL) = 0; B = —D% ger oss da

w(x) = D(sin(nx)—%x) w'(x) = D(ncos(nx)—%) w'(x) = —Dn?sin(nx)

Det sista randvillkoret fas genom att titta pA momentjamvikt for

P
M(L) < ,
delen BC. Jamvikt kraver att M(L) + PLw'(L) = 0. Om vi hir sitter in m Lw'(L)
I _
L

X
sambandet M = —-EIw" och dividerar med -EI, far vi

|
oL
w"(L) -n2Lw'(L) = 0. Inséttning ger

D(— n2sin(nL) — n?L Chcos(nL) + n’L Dsmg—nl‘)) = 0, dvs —Dn3Lcos(nL) = 0. Icke-triviala l6sningar kriaver

P 2 2
ki U, TUEL

El 4Tk T oyy2

att cos(nL) = 0, som har lagsta positiva rot nL = g, sa (nL)? =
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