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Tentamen i Fourieranalys MVE030 for F2 och Kf2
och Fouriermetoder MVE290 for TM2

Hjalpmedel: Godkénd réknedosa, BETA samt “Nagra tips om Fou-
rierserier m.m. i BETA, 2014” (tva sidor).

Maxpoang star inom parentes efter varje uppgitt, med summa 51.
Betygsgranser: betyg 3: 25, betyg 4: 33, betyg 5: 41.

1. Los problemet,

Up = Upy — 2, O<zx<{, t>0
u(0,t) = -2, u(l,t)=2, t>0
u(z,0) = 2% + 2, 0<az</{.

(8)

2. Ett linjart, tidsoberoende dynamiskt system har systemfunk-
tionen .
1 —e™

w

S(w)
Vad blir systemets svar pa insignalen h&—tg? (8)

3. Finn en losning till problemet

utt:c32um+:z:+t, x>0, t>0
u(O,t):\/%, t>0

u(z,0) =0, u(z,0) =0, x>0,
dér ¢ > 0 &r en konstant. (8)

4. Funktionen f(z) = |z|, * € R, har en utveckling i Her-
mitepolynom f(z) =Y ¢, H,(x). Bestam koefficienterna
Co, C1, €2, C3. (8)



5. Ett svingande, cirkulart membran med radie Ry beskrivs
av en funktion u(x,y,t) som satisfierar vagekvationen uy =
c2Au. Hir dr ¢ > 0 en konstant. Membranets periferi dr fix-
erad, sa att u(z,y,t) = 0 for 22 + y*> = R2 och alla t > 0.
[ startogonblicket ¢ = 0 ar u = 0 och uw; = xy. Bestdm u.
Svaret far innehélla svarberidknade integraler. (9)

6. Anta att en funktion &r 27-periodisk och styckvis glatt. For-
mulera en sats som anger var dess Fourierserie konvergerar
och vad seriens summa da &r. Bevisa satsen for en kontinui-
tetspunkt. (2-+3)

7. Lat w(z) = x 1 intervallet (0,1). Ge exempel pa ett full-
standigt och ett ofullstindigt ortogonalsystem i det viktade
rummet L2 (0,1). Bada skall bestd av odndligt minga funk-
tioner. (2+3)
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Uppgift 1.

Detta dr varmeledningsekvationen med en inhomogen term
—2. Dessutom &r randvillkoren inhomogena eftersom rand-
virdena &r —2 och 2. Men alla dessa vérden &r oberoende
av t. Darfor kan man anvinda steady state-metoden.

Den innebér att man forst soker en funktion ug(z) av
bara x, som satisfierar differentialekvationen och de bada
randvillkoren. Det betyder att 0 = ug(z) — 2, med &nd-
punktsvirdena uy(0) = —2 och uy(¢) = 2. Denna ordinéra
differentialekvation har lésningar ug(z) = 2? + ax + b, och
andpunktsvirdena medfor b = —2 och a = —¢+4/¢. Alltsa
ar

4
up(x) = 2% + (—€+ Z) r—2.
Nésta steg ar att lata u vara av formen
u(z,t) = up(x) + v(zx, t)

och bestdmma funktionen v. Genom att stoppa in detta
uttryck i hela det givna problemet ser man att v da maste
16sa problemet

Ut = Ugy, O<zxz<d{ t>0
u(0,t) =0, u(l,t)=0, t>0
v(2,0)=((—3)z+4, O<z<l

Detta &r ett standardproblem, och de separerade 16sning-
arna ar

nr)? n
e_(f)tsin%x, n=12....

1



2

Ansatsen blir som vanligt

i~ 2
v(x,t) = Zan e (F) " gin n%:c,

n=1

och initialvillkoret ger att

= 4
g anSiHE$:<f——>LE+4,
= 14 14

for 0 < x < (. Vi skall alltsa utveckla hogerledet héar i
sinusserie i intervallet (0, ). Det innebéar utveckling av dess
udda fortsattning till (—¢, £). Den forsta termen i hogerledet
ar udda, och dess utveckling hittar man i BETA 13.1 (12).
Termen +4 skall fortséittas med vardet —4 i (—¢,0), och
man anvander enklast utvecklingen av funktionen sgnz i

“Nagra tips ...”. Sammantaget far man
4 W — 8= (—1)"'  nm
<€ — Z) x+4= - ngl ——sin—-x
L 16 —~ 1 . (2k-D)r
— sin x.
T 2k —1 14

Darmed blir svaret pa uppgiften

4
u(z,t) = 2° + (—€+Z)x—2

2W — 8 = (—1)"H! WS
L -
+ - E e Sin x

n 14

n=1
16 = 1 () (2k — 7

T2 ¢ i
k=1
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Om man vill kan man sla ihop de tva serierna till en, pa
foljande prydliga sétt:

u(z,t) = 2 + (—€+%>x—2

o0 2_ n+1 9

Ly ST () i T
n

n=1

14

ﬂ-i

Detta verifierar man genom att granska koefficienterna for
udda och jamna n separat.

Uppgift 2.
Impulssvaret &r inversa Fouriertransformen av S(w). For
att bestdmma det skriver vi

—w/2 w/2 :
S(w) = /2 = PR g S0/

w w

Enligt BETA 13.2 F50 ar % Fouriertransformen av %X(—l /2,1/2)5
dér x betecknar karakteristisk funktion. Effekten av faktorn

¢'“/2 blir en translation, se BETA 13.2 F7, sa att impuls-
svaret ar

—iX(—1/2,1/2)(t +1/2) = —i x(_1,0)(F).

Nu far vi enklast den sokta utsignalen som faltningen av
insignalen och impulssvaret, alltsa

1 0 1
i yn(s)ds=—i [ ——— 4
”‘/1+<t—s>2X< 10)(8)ds 2/11+<t—s>2 :

= i(arctant — arctan(t + 1)).

Anm. Det &ar naturligt att i stéllet for ovanstaende forsoka
utnyttja att den sokta utsignalen y(¢) har en Fouriertrans-
form som ar produkten av insignalens Fouriertransform och
systemfunktionen. Det ger

)
_‘w| 1 (&

W

J(w) = me
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Den inversa Fouriertransformationen till detta uttryck hit-
tar man inte i tabellen, men man kan borja med att be-
stamma derivatan 3/(t). Den har Fouriertransformen

J(w) = iwjw) = ime ™ (1 - ¢¥),

ddr vi har gjort oss av med ndmnaren w. Eftersom me~“l
ir Fouriertransformen av 1/(1 + t?), far man

() =i 1 1
=1 — :
Y 112 1+ (t+1)2
Detta ger genom integration
y(t) = i(arctant — arctan(t + 1)) + C,

for nagon konstant C'. For att bestdmma C' kan man ex-
empelvis tinka pa rummet L*(R). Eftersom ¢(w) tillhor
L*(R) enligt uttrycket ovan, giller enligt Plancherel det-
samma for y(t). Men arctan-funktionen har griansvirdena
+7/2 1 £o0, sa vart uttryck for y(¢) har grénsvirdet C' i
+o00. Darfor maste C' = 0, och vi aterfinner samma svar pa
uppgiften som forut.

Uppgift 3.

Omradet ar en kvadrant, och randvillkoren for ¢ = 0 &r ho-
mogena. Detta talar for Laplacetransformen i ¢-variabeln.
Vi sitter alltsa U(z,s) = Lu(x,s). Eftersom u(z,0) =
u(2,0) = 0, blir Luy(z,s) = s*U(x,s), och ekvationen
transformeras till

9 9 r 1
U 5 = Ux:z: ) - o
s°U(x,s) =c (xs)+s+82

dar de sista termerna dr Laplacetransformerna av x och ¢

och fas ur BETA 13.5 L20. Randvillkoret for z = 0 trans-
formeras enligt BETA 13.5 L57 till

U(0,s) = g
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Nu fixerar vi s > 0 och far den ordinara differentialekva-
tionen

Upe(z,5) — 5U(2,5) = —— — ==
i z-variabeln. Dess homogenlosningar &r
Ulx,s) = Aes” + Be <",

dér “konstanterna” A och B kan bero av s, men inte av x.
Hogerledet i ekvationen &r ett forstagradspolynom i x, och
for att finna en partikularlosning kan man ansétta ett an-
nat forstagradspolynom ax + b (det gar bra eftersom 0 inte
ar en nollstélle till ekvationens karakteristiska polynom).
Man far enkelt att a = 1/s% och b = 1/s*. Den ordinira
differentialekvationen har alltsa den allménna l6sningen

El _s 9h 1
U(x,s) = Ae<" + Be cf”—l—g—l—g.
Hér observerar vi att den forsta termen i hégerledet har ett
alltfor snabbt vixande i odndligheten, sa att den forkastas.
Uppgiften ar ju bara att finna en l6sning till problemet. Vi
skriver B = B(s).
Det transformerade randvillkoret for = 0 ger nu
1 7
st /s
Alltsa ar
V4T R
U(z,s) =—=e <" — —e <"+ — 4 —.
(. 5) NG st s st
For att inverstransformera detta observerar vi forst att en
faktor e~ pa transformsidan, med d > 0, ger en translation
pa inverssidan, se BETA 13.5 L4. I vart fall &r d = x /¢, och

med tabell far man

u(x,t)

B 1 (t —ax/c)? L
= Tx/ce(t—x/c) —Te(t—x/c) +7+E.
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Uppgift 4.
Eftersom Hermitepolynomen bildar en ortogonalbas pa R i
det viktade rummet L2(e*") och normerna ges av

HHnHE—IQ - \/EQTL n!

har man

1 o 2
o = g /_oo 2 Hy(2)e ™ da.
Om n ar udda, blir denna integral 0 eftersom H,, da ocksa ar
udda och |z| dr en jamn funktion. Enligt tabell &r Hy = 1,
sa att

1 /OO ‘ ‘ _wzd 2 /OO _xzd 1 [ _xz}oo
Ch = —= xIle r = —— xre r = — [—€
’ ﬁ —00 ﬁ 0 ﬁ 0 ’

vilket ger ¢y = \/L% For n = 2 far man

1 > 2
Cy = 5/ /_OO |2|(42® — 2)e™™ du.

Termen -2 hér ger ett bidrag till ¢ som dr —1/4 ganger
uttrycket for ¢, alltsa —ﬁ. Det aterstar att berikna

1 > 2 1 > >
m/_m\x\élﬁe_x dx = ﬁ/o r*2xe™" du.

Dér partialintegrerar vi och far

1 2 —xQ} 0 1 /OO —?
— |—x"¢€ +— xe U dx.
Qﬁ[ 0 ﬁ 0
Den forsta termen hér ar 0, och den andra har, aterigen

enligt berdkningen av ¢y, viardet 1/(24/7). Detta ger sam-
manfattningsvis att

1 1 1
I avE avE
Svaret pa uppgiften blir

L 0 = L =0
— Cl1 = Co = —— Cg = U.
ﬁ? 1 ) 2 3

Cy —

Cy —
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2 _ 2 .
Anm. Integralerna fooo xe ¥ dxr och fooo 3¢ dx, som vi

ju behovde, kan man ocksa hitta i BETA 7.5 (42) sidan
181, tredje raden i hogerledet, med k& = 0 resp. k = 1.

Uppgift 5.
I poldra koordinater blir vagekvationen

1

—5 Ut = Upp + —Up + —5Ugg,
c r r

dar nu w = wu(r,6,t). Vi soker separerade losningar u =
R(r)©(6)T(t) som ocksa uppfyller randvillkoret u( Ry, 0,t) =
0. Detta sista medfor R(Ry) = 0. Vagekvationen ger nu pa
vanligt satt

1 T// R// 1R/ 1 @//
2T R 7R"F9
och denna kvantitet maste vara konstant, sdg p. Da far man
T"(t) = *pT(t)

OCh /! / 1
2R 2 _ ©
e tro —prt=——

R R ©’

som ocksa maste vara konstant, sdg ¢. Alltsa ar
0" = —¢O.

Eftersom © ar 2m-periodisk, vet vi att ¢ maste vara n? for
nagot n = 0,1,..., och att © &r en linjarkombination av
cosnf och sinnd. For R(r) far vi da ekvationen

R’ +rR 4 (—pr* = n>)R =0,

som vi kénner igen som Bessels (modifierade) ekvation.

Fallet p > 0, sig att p = > med p > 0, ger den modifie-
rade ekvationen, med l6sningar som &r linjarkombinationer
av I,,(ur) och K, (ur). Men K, har en singularitet vid 0 och
maste uteslutas, och I,, saknar nollstéllen i R, och kommer
inte heller i fraga, pa grund av randvillkoret i Rj.

Om p = 0 har vi en véalkdnd Eulerekvation, med linjart
oberoende 16sningar *" fér n > 0 resp. 1 och Inr fér n =
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" och Inr och

0. Precis som nyss utesluter vi hér forst r—
dérefter den aterstaende losningen.

Bara fallet p < 0 ar kvar, och vi skriver p = —pu? med
1 > 0 och far Bessels ekvation. Losningarna ar linjarkombi-
nationer av J,(ur) och Y, (ur), men Y, bortfaller pa grund
av sin singularitet i 0. Losningen R(r) &r alltsa proportionell
mot J,(ur), och randvillkoret i Ry medfor att uR, maste
vara ett av nollstallena A\p,, £k =1,2,..., for J, i R,. Det
betyder att p = —pu* = —\2 /R2.

For T'(t) far vi enligt ovan da ekvationen

T”(t) — _ —~"kn

Dess l6sningar &r linjarkombinationer av cos C%—’“O”t och sin C}\%—’;”t.
Fran initialvillkoret u(z,y,0) = 0 ser vi att man maste ha
T(0) = 0, och det utesluter cosinusfunktionen hér.

Allt detta ger att de separerade 16sningarna vi soker &r
av formen

J, (;O > (@ng cosnb + by sinnd) sin CRk

t,
0

for n = 0,1,... och k = 1,2,....(Fér n = 0 bortfaller
forstas sinnf.) Vi ansétter som 16sning till hela problemt
en summa av dessa,

u(r, 6,t) nz:;z; I, ( b > g COS NO+b,i sin nd) sin CRI; t.

Det aterstar att vélja koefficienterna sa att dven initial-
villkoret for u, uppfylls. Eftersom zy = 72cosfsinf =

572 sin 20 betyder det att

(0.] (0.¢] N . 1
E g CAk )\k 20 ) (@ng cos nO+byy sin nd) = =12 sin 26.
Ro 2

n= =1
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Till véanster har vi en Fourierserie i #-variabeln, vilket blir
tydligare om vi skriver vansterledet sa hér:

o0 (0]
C)\kn )\kn
Z (Z To I (?0 r | a,. | cosnb
n=0
= e C)\/m )\]m . 1 9 .
+ —— Jp | =7 | byi | sinnf = —r-sin 26.
> (3 () ) st =
n=0 \k=1
Hogerledet &r proportionellt mot en av Fourierseriens sinus-
termer. Det medfor att Fourierserien i sjidlva verket maste

besta av bara denna sin 20-term. Alltsa &r alla a,; = 0, och
b = 0 sa snart n # 2. Kvar blir relationen

> C)\kg )\kg 1 9
<] b — =
Zk:l Ry 2 (RO T) 2k 2T ’

som skall gilla for 0 < r < Ry. Detta ar en utveckling i
Besselfunktioner, och man vet att funktionerna Js (AR—’“jr)
bildar ett fullstdndigt ortogonalsystem i det viktade rum-
met L2(0, Ry). Se BETA 12.4, sid 275, dér man #ven hittar
dessa funktioners normer. Den vanliga formeln for koeffici-

enterna i en ortogonalutveckling ger

b : / A EEAEY
= o) 3 dr
2 A2 RoJ3(Mi2)? Jo *\ Ry

Med dessa by, dr svaret pa uppgiften

- Ak2 . . CAj2
u(r,0,t) = Z bor Jo (— 7“) sin 20 sin —=t.
— Ry Ry

Slutligen &r det véart att papeka att integralerna i ovansta-
ende uttryck for by, later sig berdknas. Efter variabeltrans-
formationen s = Apor/Ry kan man anvidnda BETA 12.4,
sjatte formeln i rutan pa sidan 274, med C,, = J,. Da far
man ett enklare uttryck:

RS

bop = —5—0 .
202, (M)
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Uppgift 7.
Denna teoriuppgift dr vard en kommentar.

Vikten w(x) = x leder tankarna till Besselfunktioner.
Med ett fixt n > 0 och nagot a > 0 vet man att funktio-
nerna ¢p(r) = J,(Apr/a), dir k = 1,2,... och \; ar noll-
stallena till J,, pa positiva halvaxeln, bildar ett fullstdndigt
ortogonalsystem i intervallet (0, a), med denna vikt. Det &ar
alltsa bara att vilja a = 1 for att fa det sokta fullstandiga
ortogonalsystemet.

For att finna ett ofullstdndigt sadant system récker det
att ta bort en av funktionerna i det fullstéindiga systemet,
till exempel den forsta ¢;. Da &dr ju funktionen ¢ ortogo-
nal mot alla de aterstaende men &nda inte nollfunktionen.
Enligt en sats om fullstdndighet medfor det att systemet
inte ar fullstdandigt.



