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Tentamen i Fourieranalys MVE030 for F2 och Kf2
och Fouriermetoder MVE290 for TM2

Hjilpmedel: Godkénd rédknedosa, BETA samt “Nagra tips om Fou-
rierserier m.m. i BETA| 2014” (tva sidor).

Maxpoéng star inom parentes efter varje uppgift, med summa, 50.
Betygsgranser: betyg 3: 23, betyg 4: 31, betyg 5: 39.

Svar i form av svarberdknade integraluttryck kan i vissa fall ac-
cepteras eller atminstone ge poéng.

1. Los problemet,

up = kg, O<x<fl, t>0
ur(0,t) =0, u,(l,t) =0, t>0
u(x,0) =z — 22, 0<ax</t.

(8)

2. Funktionen f ges av f(x) = > .7 3 "cosnmz. Berikna

n=0

f03 f(z) dx och f03 f(x)*dz. (2+6)

3. Finn en 16sning u = wu(x, t) till ekvationen u,, = uy —2u;+u
i omradet x > 0, t > 0 som uppfyller u(0,t) = sint, t > 0,
och u(z,0) = w(z,0) =0, x > 0. (8)

4. Ett linjart tidsinvariant dynamiskt system svarar med utsig-
nalen X(.—p, c+p) pé insignalen x(_q o). Hér ar a, b > 0 och
¢ € R, och som vanligt betecknar y; for ett intervall I den
funktion som har virdet 1 pa I och 0 utanfor 7. Ange system-
funktionen. Vad blir svaret pa insignalen sin at? (3+5)



5. Los ekvationen Au = 0 i halvcylindern
{(z,y,2) 2 +y* <1, y>0,0<z<L}

med randvirdena u(x,y,0) = zy for 22 +y*> < 1, y > 0 och
u = 0 pa de 6vriga delarna av randen. (8)

6. Lat f och g vara kontinuerliga funktioner pa R, bada 0 utan-
for ett begrinsat intervall, och anta att [ g(x)dr = 1. Sétt
ge(x) = Lg(%£) for e > 0. Mot vad konvergerar faltningen
f * g.(z) d& € — 07 Bevisa konvergensen. (2+3)

7. Ge exempel pa ett fullstindigt och ett ofullstindigt ortogo-
nalsystem i nagot L:rum (ange vilket), bida bestaende av
oandligt manga vektorer. Motivera ofullstandigheten i det
valda exemplet. (1+2+2)
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Uppgift 1.
Detta ar ett standardproblem for variabelseparation. Vi so6-
ker separerade l6sningar u(z,t) = X (x)T'(t) till differential-
ekvationen och randvillkoren (ej initialvillkoret) och far pa
vanligt sétt att
/ 1

X

kT X
for nagon konstant A, och X’(0) = X'(¢) = 0.

For X har vi nu en situation som vi kédnner igen. Man
betraktar som vanligt de tre fallen A > 0, A =0 och A < 0.
Resultatet blir att A = —(nm/A\)? for nagot n € {0,1,2,...}
och att X (z) ar (proportionell mot) cosnmwz/¢.

Eftersom T"(t) = kAT (t). ser vi att T'(t) &r (proportionell
mot) exp(kAt) = exp(—kn?t/(?).

Som separabla 16sningar har vi déarfor

kn’t
cos@exp <—Z—2> . n=20,1,2, ...

Nu ansédtter vi som 16sning u en linjarkombination av
dessa, alltsa

o 2
(1) u(z,t) = Zan COS?GXP (—%) :

n=0

Det aterstar att anvanda initialvillkoret for att bestdmma,
koefficienterna a,,. Det ger

o0

nmx
Z%COST::U—:L'2, 0<z<V.
n=0

1



2

Vi skall allta utveckla hogerledet hér i cosinusserie i (0, ¢).
Det ar detsamma som att utveckla den jaimna fortsiattning-
en av hogerledet i det symmetriska intervallet (—¢, ¢).

Termen 22 dr jimn, och dess utveckling hittar man i BE-
TA 13.1 (13):
, P N 4° S (-1 nmx
¢ = — Ccos :
3. m = on? 14

Fortsiattningen av termen x blir forstas |z| i (—¢, ¢). Dess
utveckling finner man i BETA 13.1 (3) med o« = 1 och
h = L = { eller, kanske nagot enklare, BETA 13.1 (6), som
med h = L = ¢ ger utvecklingen av ¢ — x. Se ocksa “Nagra
tips om Fourierserier mm. i BETA, 2014”. I varje fall blir
resultatet

0 MU E 1 (2m — Drx

T=5—— —5 €S
2 7w 4= (2m—1) 14

Genom att bilda skillnaden mellan dessa tva serier far vi
koefficienterna a,,, med olika uttryck fér udda och jamna n:

¢ 12
m=573
och
21
A2y = _ﬁﬁa m = 1727 )
samt
A2-0 1
m—1 — ) =1,2,....
(tam=1 2 @2m-1n2

Svaret pa uppgiften blir (1) med ovanstaende vérden pa
.

Uppgift 2.

For att verifiera att man kan berdkna den forsta integralen
genom att integrera termvis uppskattar vi absolutbeloppen
av termerna i denna funktionsserie. Man har

137" cosnmx| < 37",
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Eftersom Y > 37" < oo, siger Weierstrass majorantsats
(M-test) att funktionsserien konvergerar likformigt, pa hela
R. Likformigheten medfor att termvis integration ar tilla-
ten, sa

3 o0 3
/ f(z)de = Z 3_”/ cosnmx dz.
0 p— 0

Integralen i hogerledet dr -L[sinn7z]j = 0, forutsatt att
n # 0. For n = 0 blir mtegralen 3, sa fo x)dr = 3.
For att beridkna fo )2 dz kan man anvanda Parsevals

formel, eftersom vi har en Fourierserie. Om man hamtar
Parsevals formel ur BETA 13.1 sidan 312, far man att

1 a+T
T/a f(x) da:— Z_
dar

)
f(x) = 5 + ;ancosnﬁx
och Q = 27 /T. (Har forutsétts allt vara reellvért.) I vart
fall har vi Q = 7w, sa T' = 2. Formeln ger alltsa integralen
av f(z)? dver ett intervall av lingd 2, som &r perioden for
f. For att fa integralen 6ver (0,3) observerar vi att f &r
jamn, sa att

[ rwrar=3 [ wra=3 [ sera

den sista likheten eftersom (—3,3) &r tre perioder. Koeffi-
cienterna ges av ag = 2 och a,, = 37" for n > 1, sa Parseval
sager att

1. 1 — 11 1 17
- dr=1+-Y 3" =14~ =—_.
z/of(x) v +2; 29119 16

Vi far
3
51
2
dr = 2=
| st ie =3
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Alternativ. Eftersom BETA inte ar sérskilt anvindarvénlig
hér, kan man i stéllet utga fran ortogonaliteten. Man vet att
funktionerna cosnx, n = 0,1, ..., bildar ett ortogonalsystem
pa (0, 7), sa att cosnmx,n =0, 1, ..., ar ortogonala pa (0, 1).
Det sistnamnda systemet &r ortogonalt dven pa (1,2) och
(2,3), eftersom en translation med 7 betyder teckenbyte
for cosinusfunktionen. Alltsa dr cosnmx ortogonala dven
pa (0,3). Det betyder att om man utvecklar kvadraten

- 2
(Z 37" cos mrx)
n=0

och integrerar, kommer bara diagonaltermerna att Gverle-
va integrationen och ge bidrag till integralens vérde. Det
innebéar att

3 0 3
/ f(z)?dx = Z 372 / cos’ nx dx.
0 e 0

Integralerna i hogerledet ridknar man ut genom att ga over
till “dubbla vinkeln”, eller ocksa vet man att medelvardet av
cos? i sadana hiir fall blir 1/2. Man far [’ cos?nmz dx = 3/2
for n > 0. Men observera att for n = 0 dr denna integral i
stéllet 3. Det foljer att

3 o0
3 31 1 51
2 —2n
de=3+2Y 3 =345 -
/Of(x) ! +2;1 29119 16

Anm. Man kan rikna ut f explicit, genom att skriva om
sinusfunktionerna i termer av e och summera geomet-
riska serier. Eller ocksa kan man sla upp serien i BETA
13.1(29). Men detta gor det knappast enklare att berdkna
integralerna.

Uppgift 3.

Omradet ar en kvadrant, och de tva initialvillkoren fér t = 0
ar homogena. Darfor dr det rimligt att forséka med Lapla-
cetransformen i t-variabeln.
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Satt alltsa U(x,z) = Lu(z,z). Initialvillkoren gor att
Laplacetransformerna av u; och uy blir zU resp. z2U. Den
transformerade differentialekvationen blir dérfor

Upel, 2) = (22 — 22 + 1)U(z, 2).

For fixt z har vi hédr en ordindr differentialekvation i a-
variabeln. Dess karakteristiska ekvation &ar r? = 22 — 2241,
dvs. 72 = (2 — 1)? med r6tter r = 4(z — 1). Det ricker
att betrakta stora positiva, reella virden pa z (eftersom
Laplacetransformen ar en analytisk funktion av z, som é&r
entydigt bestamd av sina vérden for sadana z). Den all-
méanna losningen till den ordinéra differentialekvationen &r
da
U(QZ,Z) _ ae(z—l)x + be—(z—l)a:7

dar “konstanterna’” a och b ar oberoende av x men kan bero
av z. Den forsta termen har ett sa snabbt vixande for stora
x och z att vi forkastar den; uppgiften gar ut pa att hitta
en 16sning till problemet. Vi sétter alltsa a = 0.

Nu Laplacetransformerar vi randvillkoret fér x = 0 och

far enligt BETA 13.5, L.24 att
1

U0, z2) = 2

Om vi jamfor med uttrycket for U(x,z) ovan, ser vi att
b=1/(1+ 2?), sa att

1
14 22

U(z,z) =¢€e"e**

For att finna den inversa Laplacetransformen av detta ob-
serverar vi att multiplikation av en Laplacetransform med
e~ % motsvarar translation pa funktionssidan; se BETA 13.5,
L4. Har ar ¢ en konstant, i vart fall 4r ¢ = z. Eftersom
1/(1 + 2%) ar Laplacetransformen av sint, far vi svaret

u(z,t) = e"sin(t — ) Xp>a)

dar den sista faktorn ar 1 da ¢ > x och annars 0.
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Anm. 1 Vibehovde aldrig utnyttja att Laplacetransformen
av sint dr 1/(1 + z?). Det hade gatt bra att bara skriva
L(sint)(z).

Anm. 2 Ett alternativ ar att sitta v(z,t) = e 'u(x,t), som
visar sig satisfiera den vanliga vagekvationen.

Uppgift 4.
Vi Fouriertransformerar de givna in- och utsignalerna, och
far

R sin aw

—a,a =2 )
X(~a,a)(W) »

med en enkel utrikning eller med BETA 13.2, F50, och

sin bw

X c—b,c =2 e s
X (c—b, +b)(w) € o

dér vi ocksa anvéinde den enkla regeln for Fouriertransfor-
men av ett translat, se BETA 13.2, F'7. Systemfunktionen
h ar kvoten mellan Fouriertransformerna for utsignal och
insignal, och den blir alltsa

sin bw

h(w) = e ™

sin aw

Om impulssvaret betecknas H, ar h = H , och svaret pa
insignalen sin at &r faltningen H * sin at, vars vérde i ¢t ar

/H sina(t—s)d :—/H eialt=s) _ gmialt=9)) g

1o} —l o C C Slnba
= (e F(0) e H(~0)) = (¢ o070 S0

21 7 sin ax

Det sista uttrycket, som ocksa kan skrivas

sin ba

D alt —
sinaa alt —c),

ar den efterfragade utsignalen.



Uppgift 5.

Differentialekvationen &r homogen, liksom alla randvillko-
ren utom det for z = 0 (halvcylinderns botten). Dérfor va-
riabelseparerar vi lampligen i cylinderkoordinater (r, @, z).
Da soker vi v av formen

u(z,y, z) = R(r)©(0)Z(z),

som ska uppfylla differentialekvationen och alla randvillko-
ren utom det for z = 0. Randvillkoren ger da att R(1) =
©(0) = O(r) = Z(L) = 0. Differentialekvationen blir pa
vanligt satt
R// 1 R/ 1 i 0 Z//
(1) 1RG)  1676) | 7)
R(r) r R(r) 120(0) Z(z)
Detta medfor att kvantiteten
R'(r) 1R(r) 10"(0)  Z2"(z)
R(r) rR(r) r20(0)  Z(2)

maste vara konstant, sdg A. Da blir

Z"(z) = =MZ(2)

= 0.

och
r?R'(r) +rR'(r) 2 _@”(9)
R(r) o)

Aven detta maste vara konstant, sig 1. Eftersom da ©"(6) =
—1O(0) och © &r 0 i punkterna 0 och m, foljer det pa ként
sitt att g = n? och att ©(6) dr proportionell mot sin nf for
nagot n =1,2,....

Da far vi for R ekvationen

r?R"(r) +rR'(r) — (\* + n®)R(r) = 0.

For A > 0, sig A = v?> med v > 0, har vi hiir den modifi-
erade Besselekvationen, med l6sningar som &r linjarkombi-
nationer av I,,(vr) och K, (vr). Men K, (vr) &r obegridnsad
vid 0 och forkastas darfor, och I, (vr) har inget nollstélle pa
R, , vilket inte gar ihop med randvillkoret for » = 1. Darfor
forkastas dessa l6sningar.



Om A = 0 har vi en Eulerekvation, och ansatsen R(r) =
7 ger l6sningar r=". Dessa forkastas av liknande skél som
i foregaende fall.

Om A\ > 0 skriver vi A = —v? med v > 0 och har Bes-
sels ekvation for R. Losningarna &r linjirkombinationer av
Jn(vr) och Y, (vr), och Y, (vr) forkastas pga. singulariteten
i 0. Da aterstar J,(vr), som skall vara 0 for r = 1. Det be-
tyder att v maste vara ett av nollstéllena A\, ., k = 1,2, ...,
for J, pa Ry. Alltsa dr R(r) = konst. J, (A, x7).

For Z har vi nu ekvationen Z”(z) = A2 . Z(z). En bas for
16sningsrummet till denna ekvation ges av cosh An.kz och
sinh A\, 2; en annan, som dr mera praktisk att anvinda for
oss, ar cosh A, x(L—2), sinh A\, (L —z). Eftersom Z(L) = 0
blir bara sinh A, (L — z) kvar.

Vi kan nu ange de separerade 16sningarna, ndmligen

Jn(Angr) sinnfsinh A\, (L — 2), nk=12

Som 16sning till hela problemet ansétter vi da

u(r, 0, z) ZZankJ An i) sinnd sinh A\, (L — 2).

n=1 k=1

For att bestdmma koefficienterna a,, j, anvénder vi randvill-
koret for z = 0, som ger

Z Ak In(An 7)) sinn@ sinh A\, L = r? cos @ sin 6.

’]’L: k:

Summan i n kan vi hidr se som en Fourier-sinusserie i 6-
variabeln. For att utveckla hogerledet i en sadan serie skri-
ver man det ldmpligen som %7“2 sin 20. Det betyder att man
bara har koefficienter med n = 2, dvs. att a, = 0 sa snart
n # 2. Da aterstar ekvationen

> " aspJo(Aor) sinh Ay p L = 1r7/2.
k=1

Detta &r en utveckling i ortogonalsystemet Jo(Aoyr), k =
1,2,..., pa intervallet (0,1), med vikten r. Med hjilp av



BETA 12.4, (i) pa sidan 275, blir dérfor

1 1 ;
B Jo(Nor) dr.
ok J3(Aa ) sinh An,kL/o r°Ja(Aoer) dr

Svaret pa uppgiften ar alltsa

u(r, 0, z) = Z a2 g Jn(An i) sinné sinh A, (L — 2),
k=1
med ovanstaende ag .




