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Maxpoang star inom parentes efter varje uppgift, med summa 62.

1. Bestdm en 16sning u = u(x, t) till den inhomogena virmeled-
ningsekvationen
w — kty, =

for 0 <z < ¢, t> 0med villkoren u(0,t) = 0och u(f,t) =1
for t > 0 samt u(z,0) = 0 f6r 0 < x < . Har & k > 0 en
konstant. (8)

2. Ett linjart, tidsinvariant dynamiskt system svarar med utsig-

it s s ot o .
Wt b3 insignalen e™?, for varje w € R.

nalen iwe
(a) Vad &r impulssvaret?
(b) Ar systemet kausalt?
(c) Vad blir svaret pa insignalen x(_sz3), alltsd pa den sig-
nal som tar vardet 1 mellan -3 och 3 och virdet 0 i andra

punkter? (4+2+2)

3. Los vagekvationen uy = c?uy, i omradet x > 0, t > 0 med
randvirden u(0,t) = ¢3 och initialvillkor u(z,0) = 0 samt
ut(z,0) = 0. Har ar ¢ > 0 en konstant. (8)

4. Betrakta Sturm-Liouville-problemet
(@ f) = f+Af=0

i intervallet [1,2] med randvillkoren f(1) =0 och f'(2) = 0.
Bestam problemets egenfunktioner. (9)



. Berdkna for en konstant b med 0 < b < 7 summan

[ee] .
Z sin® bn
n?2 ’

n=1

forslagsvis med hjélp av Fourierserier. (8)

. Bestdm en 16sning v = u(z, y, z) till Dirichlets problem Au =
0 i den cylinder som definieras av z° +¢y*> < R%, 0 < z <
¢, med randvéirdena u(z,y,0) = 0 och u(x,y,l) = x +y
samt u(z,y,z) = 0 for 2* + y*> = R3. Svaret far innehélla
svarberdknade integraler. 9)

. Formulera och bevisa ortogonalitetsrelationen mellan tva oli-
ka Hermitepolynom. (6)

. Beskriv hur Fouriertransformen kan approximeras med den
diskreta Fouriertransformen, fér en lamplig funktion. Beskriv
ocksa hur Fouriers inversionsformel approximeras av inver-
sionsformeln for den diskreta Fouriertransformen. Det &r val-
fritt att anvinda kursbokens definition av den diskreta Fou-
riertransformen eller den nagot avvikande i BETA.  (3+43)
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Uppgift 1.

Det finns tva inhomogeniteter i problemet, termen x i ek-
vationen och randvirdet 1 for x = (. Eftersom bada &r
oberoende av t, kan steady state-metoden anvédndas. Den
innebér att man bestdmmer en funktion ug(x) av enbart z
som skall uppfylla bade ekvationen och de givna randvill-
koren for x = 0 och x = £. Det betyder

—kug(z) =x och wp(0) =0 och wug(f)=1.

Tva integrationer ger att ug(x) = —x3/6k + ax + b, och
randvillkoren medfér b = 0 och @ = 71 + (2 /6k. Alltsa ar

- (1 L 1,
AT eR) T T ek

Vi soker nu en 16sning till problemet av formen u(z,t) =
v(x,t) + ug(x). Instoppat i ekvationen ger det

vi(x,t) + 0 — kvgy (2, t) — kug(z) = z,

och for v far vi darfér den homogena varmeledningsekvatio-
nen vy(z,t) — kvg,(z,t) = 0. Randvillkoren fér v blir ocksa
homogena, v(0,t) = 0 och v(¢,t) = 0. Initialvillkoret blir
v(x,0) = —ug(x). For v har vi nu ett standardproblem for
variabelseparation, och vi vet att de separabla losningarna
till ekvationen med randvillkoren &r

. NTXL g (nx)?
smTe k(f)t, n=12,....

Ansatsen blir darfor
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och initialvillkoret medfor att

= 1 1 2
;bnsin$:@x3—<z+6—k>x, O<z<l/.

Vi behover alltsa utveckla funktionerna z® och z i sinusserie
i intervallet, och det gor vi med hjilp av BETA 13.1 (14)
och (12), med L = (. Detta ger efter lite forenklingar

2(=1)" /1 03
b, = - .
T <n i 7r2k:n3>

Resultatet av det hela blir

IR 1 = ur )2
u(x,t) = (Z + €—> xr — 6—kx3+2bnsin$e_k(f) !
n=1

6k

med dessa b,,.

Anm. 1 De givna randvirdena har en diskontinuitet i hor-
net (1,0). I den punkten kan man dérfor inte vénta sig att
16sningen skall ha nagot griansvérde.

Anm. 2 Att i stillet angripa problemet genom att Lapla-
cetransformera i t-variabeln &r inte att rekommendera, ef-
tersom det leder till en besvérlig invers Laplacetransform.

Uppgift 2.

(a) Om h ar systemets impulssvar, dr svaret pa insignalen
et alltid h(w)e™!. T vart fall ger detta h(w) = iwe™". For
att finna den inversa Fouriertransformen av detta uttryck
observerar vi att e %" dr Fouriertransformen av st-e /4,

9/ ¢
Darfor ar

]_ d 2 1 2
O =57a TS

som alltsa ar svaret pa fraga (a).
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Anm. Ofta raknar man ut systemfunktionen h som kvoten
mellan Fouriertransformerna av en utsignal och motsva-
rande insignal. Men hér gar detta inte bra, eftersom Fouri-
ertransformen av insignalen e™' maste tas i distributions-
mening och blir en punktmassa.

(b) Impulssvaret ér inte 0 pa vénstra halvaxeln, sa syste-
met dr inte kausalt.

(c) Insignalen x(_33) ger utsignalen

hexcon(® = [ Helxcan(t - 9)ds
1 t+3 )
= ——F 8675/4d8:L
4 T t—3 2ﬁ
1 3t

= _ﬁ 6_9/4 €_t2/4 Sinh 5

—(t+3)%/4 _ —(t-3)?/4
(e e )

Uppgift 3.

Har kan man ldmpligen Laplacetransformera i ¢-variabeln,
i synnerhet som initialvillkoren &r homogena. Da kommer
U(x,z) = Lu(x,z) att uppfylla ekvationen 2°U(z,z) —
zu(w,0) — ug(x,0) = U, (w, 2), och alltsa

22U (2, 2) = FUr(w, 2).
For fixt z far vi
2T 2T
U(zx,z) = A(z) exp (7) + B(z) exp (—?> ,

dar A och B beror av z men inte av z. Den forsta termen
har har ett alltfor snabbt vaxande da x vaxer och forkastas.
Randvillkoret ger att U(0, 2) = Lt* = 6274, det sista enligt

BETA 13.5 1.20. Vi far alltsa for z = 0 att B(z) = 62~*
och ddrmed

Ulx,z) =62 exp (—ﬁ> :
c

For att hitta u, som ar inversa Laplacetransformen till det-
ta uttryck, fixerar vi  och observerar att 6z=* ar Laplace-
transformen av funktionen #3. Effekten av faktorn exp(—zz/c)



4

ar att denna funktion translateras, enligt regeln i BETA
13.5 L4. Den inversa Laplacetransformen av U(z, z) dr dér-
for (t —x/c)®, men hiir dr det viktigt att funktionen 3 skall
tolkas som 0 for negativa argument. Svaret blir alltsa

—$C3 om T/c
u@,t)_{(t Je), omt >z

0, annars.

Detta kan ocksa skrivas som u(z,t) = (t—x/c)30(t—x/c)
med Heavisidefunktionen 6. Se gérna efter i ett diagram var
de olika uttrycken for u(x,t) géiller. Lagg mérke till att vi
egentligen inte behovde Laplacetransformen 624, det hade
rickt att skriva £t3.

Uppgift 4.

Koefficienten 22 framfor f’ ar positiv i intervallet, och vik-
ten ar 1. De givna randvillkoren &r separerade och darmed
sjalvadjungerade, sa vi har ett reguljart Sturm-Liouville-
problem. Ekvationen kan skrivas

2 f" + 2z f — f+ M =0,

och &r alltsa en Eulerekvation. For att finna den allménna
l6sningen ansétter vi f(x) = x7. Det leder till ekvationen
v(y—=1)+2y -1+ A = 0, med l6sningar

1 5
Y=g
Vi delar in i fall enligt tecknet pa det som hér star under
rottecknet.
Om 5/4 — X > 0, skriver vi 5/4 — X = p?> med pu > 0 sa
att v = —1/2 £ u. Den allménna 16sningen till differential-
ekvationen blir da

>

1 1
flx)=a—=2at+b—a "
\/_ \/_
Randvillkoret i punkten 1 ger att a+b = 0, sa att 16sningen
ar proportionell mot \}E(x“—x "= (e“h”” e #In) och

B
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alltsa mot \/LE sinh(pIn x). Detta deriveras, och man ser att
randvillkoret i punkten 2 ger att

sinh(pInx) + cosh(ulnz) =0

1 7
2x\/x /T
skall gélla for x = 2. Harav fas
tanh(u1n2) = 2.

En skiss av graferna for de bada leden i denna ekvation,
som funktioner av u, visar att kurvorna skér varandra i ori-
go. Men fér p > 0 har de ingen skédrningspunkt, eftersom
derivatan av vénsterledet &r In2/cosh?(p1n2) som #r av-
tagande i 4 > 0 och i 0 tar vardet In 2, vilket ligger under
det konstanta vérdet 2 av hogerledets derivata. Ekvatio-
nen har alltsa inga positiva losningar, och déarfor finns inga
egenvarden med 5/4 — A > 0.

Om A = 5/4, har andragradsekvationen for v dubbelrot
—1/2. Darfor dr den allménna losningen till differential-
ekvationen

f(x) —aLij—ln:(:

Vv f

Randvillkoren medfor ¢ = 0 och — 7 \f In2 + 5 f = 0, dvs.

In2 = 2 som ér falskt. Alltsa dr 5/4 inget egenvérde.
Om 5/4 — X < 0, siitter vi 5/4 — X = —p? med p > 0.

Den allménna l6sningen kan nu skrivas

1 . 1 .
xr) = a—xlu+b_$_zﬂ’
Randvillkoret i punkten 1 medfor som nyss att a + b_ =0,
sa att lt')sningen ar proportionell mot \/Li(e““” — e*”‘l”)

och alltsa mot f sinh(pInz). Det andra randvillkoret ger

1 7
———sin(puln2) + —=-cos(uln2) = 0,
VG (n1n2) WG (1In2)

vilket betyder
tan(uln2) = 2u.
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Som i forsta fallet skissar man graferna av de bada leden
i denna ekvation. Det framgar att ekvationen har en véx-
ande foljd av positiva losningar px, k& = 1,2,..., och vi
far alltsa en f6ljd av egenvirden Ay = 5/4 + ui. De sokta
egenfunktionerna &r da
r .
— sin(ugInz), k=1,2,...,

NZ

med dessa fi.

Uppgift 5.
Det enklaste ar nog att forsoka se serien som Fourierserien
for nagon funktion, med hjélp av tabell. I BETA 13.1 (22)

ser vi att funktionen

6 2+4

har Fourierserien

i intervallet 0 < ¢ < 27. Den givna summan kan skrivas
som

. sin?bn le=1—cos2n 1
S =5 = 5(f(0) — f(2b),
n=1 n=1

det sista forutsatt att Fourierserien for f konvergerar mot
f 1 punkterna 0 och 2b.

For att verifiera denna konvergens tanker vi oss en fort-
siattning av f till en 27-periodisk funktion pa hela linjen.
Eftersom f &r deriverbar i [0, 27] och tar viirdet 72/6 ba-
de i 0 och i 2w, blir denna fortséttning styckvis glatt och
kontinuerlig. Darfér konvergerar Fourierserien mot f i alla
punkter. Den sokta summan &r alltsa

1 1 (m* = 5 (m—0b)b
s - g =3 (5 -Tem-p) - T
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En alternativ metod gar ut pa att tillaimpa Parsevals ek-
vation pa en funktion vars Fourierkoefficienter &r (propor-
tionella mot) +sinbn/n. BETA 13.1 (1) med L = 7 och
h =1 ger att den 2m-periodiska funktion g(¢) som tar vér-
det 1 for |t| < am och dr 0 i resten av intervallet [—, 7]
har Fourierserien

[ee] .
2 sin nTa
o+ — E cosnt.
T n

n=1
Har ar 0 < a < 1, och vi véljer a = b/m. Parsevals ekvation
ger nu

T 2\ 2 A sin? nro sin bn
2 1, 2
/ lg(t)|” dt =2+ (;) g o= — E :

- n=1

Eftersom vénsterledet hér dr 2b, far man dven pa detta satt

zoo: sinbn (7 — b)b

n? 2

n=1

Anm. Det fungerar inte att anvinda Parsevals ekvation pa

Fourierserier som
o

7T—t an;nt

n=1

Har dr ju koefficienterna 1/n, sa man far inte den sokta
serien.

Uppgift 6.

Vi anviéinder cylindriska koordinater (r, 6, z) och observerar
att randvillkoret for z = ¢ da skrivs u(r,0,¢) = rcosf +
rsinf. Forst soker vi de separerade 16sningarna

u= R(r)©(0)Z(z)
till differentialekvationen med randvillkoret for r = R, som
ger R(Ry) = 0. Eftersom Awu uttryckt i dessa koordinater
blir w,y + ', + r"2ugy + u.., far man
R// 1 R/ @// Z//

— = 0.
R+7"R+7‘2®
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Genom att har flytta over sista termen till hogerledet far

vi en ekvation vars bada led maste vara en konstant, sag .

Alltsa #r —Z"/Z = X och, efter multiplikation med 72,
2R// R/ @//

v 9 e
TR+TR+® AT°.

Hér kan vi pa samma sitt flytta over termen med © till
hogerledet, och dessutom Ar? till vinsterledet. D& ser vi
att de tva kvantiteterna
R// R/ (_)//
rP— +r— —M? och ——

R R S)

maste ha samma konstanta virde. Eftersom © &r 27-periodisk,
dr detta viirde av formen n? med n € {0,1,2,...}, och
O(0) = acosnf + bsinnf. For R far vi da ekvationen

R’ +rR — (A* 4+ n*)R = 0.

Om A > 0, sig A = u? med p > 0, har vi den modifierade
Besselekvationen, med l6sningar

R(r) = cl,(ur) + K, (ur).

Men K, ar singulér i 0 och férkastas, och [, &r positiv och
kan inte uppfylla randvillkoret R(Ry) = 0. Vi kan avfiarda
fallet A > 0.

Om A\ = 0, har vi en Eulerekvation, och ansatsen R(r) =
r7 ger v = +n. Losningarna ar dérfor

R(ry=cr"+dr™"
om n > 0 resp.
R(r)=c+dInr

om n = 0. Detta fall kan avfardas pa liknande grunder.
Om slutligen A < 0, sétter vi A = —p? med p > 0 och far
Bessels ekvation, med losningar

R(r) = cJy(ur) + Yo (ur).

Hér forkastas Y;, som ér singulér i 0. Da aterstar J,(ur), och
randvillkoret ger J,(uRy) = 0. Vi kan skriva p = A\i,, /Ry,



9

dar A\p,, kK = 1,2,..., betecknar de positiva nollstdllena
till J,,. Vi har darmed

- 0, ().

For A\ far vi alltsa virdena A = — (A, /Ro)?, och ekvatio-
nen for Z ar dirfor Z” = (M\p,/Ro)*Z. Det betyder att

)\kn

Z(z)—ozcosh)\ + (Bsinh I

0

Randvillkoret for z = 0 medfor att o = 0, och vi kan sétta
Z(z) = sinh Ag,2/Ry. De separerade 16sningarna blir nu

In (AZ;T) (a cos nf + bsinnf) sinh /\Z;Z,

dirn=0,1,... och k=1,2,....
Som 10sning u ansdtter vi en summa av separerade 10s-
ningar, alltsa

u(r, 0, z) Z Z I, <>\knr) Agn, COS NO+by, sin nf) sinh )\]I;nz.

n=0 k=1 0

Det aterstaende randvillkoret, for z = ¢, medfor da

= — Nien Nen?
(1) ZZJ”( K T) (agpn cosnb + by, sin nd) sinh }k%

0

=rcosf + rsinf.

Som funktion av 6 &r vansterledet en Fourierserie, som pa
grund av hogerledets utseende bara kan innehalla termer
med n = 1. Ovriga ary och by, maste vara 0. For termerna
med cos 6 far vi darfor

Z Jq (M> ay1 cos 0 sinh M = rcosf,
k=1 Fo Fo

och motsvarande for sinf. I denna likhet kan faktorerna
cos 0 strykas, och det géller att utveckla funktionen r i or-
togonalbasen Jy(Ar17/Ry) pa intervallet (0, Ry), med vikt
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w(r) = r. Koefficienterna blir

YR 1 /RO (Am)
a1 sinh = rd; | —— | rdr.
Ry T A Qwr/ROIZ Sy T Ry

Den viktade normen héar aterfinns i BETA 12.4, sidan 275,
och man far

2 /RO T )\kﬂ’ d
axl = T — | rdr.
T R2D (A )2 sinh(Aal/Ro) Jo O\ Ry

Samma resonemang for termerna med sinf ger att by =
ap1. Ett korrekt och fullt tillrackligt svar pa uppgiften ar
dérfor

- )\k17’> . . ARz
u(r,0,z) = ap1J1 | —— | (cos @ + sin ) sinh ——,
0.5 = 3 () )sinh 22

med aj; enligt ovan.

Men vérdet av integralen i uttrycket for ap; kan, efter
variabeltransformationen s = A7/ Ry, fas fran BETA 12.4,
sjatte raden i den stora rutan pa sidan 274. Resultatet blir
att koefficienterna ges av det enklare uttrycket

B 2Ry
)\liQ()\kl) Siﬂh()\klf/R()) .

ag1



