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Tentamen i Fourieranalys MVE030 for F2 och Kf2
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Hjilpmedel: Godkénd rédknedosa, BETA samt “Nagra tips om Fou-
rierserier m.m. i BETA” (tva sidor).

Maxpoéng star inom parentes efter varje uppgift, med summa, 50.
Betygsgranser: Betyg 3: 25, betyg 4: 33, betyg 5: 42.

Svar i form av svarberdknade integraluttryck kan i vissa fall ac-
cepteras eller atminstone ge poéng.

1. Los foljande problem, dér & > 0 &r en konstant:

U = kgy + T, O<x<l1, t>0,
u(0,t) =0, wu(l,t)=0, t>0, (8)
u(z,0) = sin 27z, 0<z<l.

2. Berédkna

Z :
2 2
— (n 0.7)

exempelvis med hjilp av en lamplig Fourierserie. (8)

3. Bestdm en 16sning v = u(x,t) till den inhomogena vagekva-
tionen uy = c*uy, + 22 i halvplanet z € R, ¢t > 0, med
de homogena initialvillkoren u(z,0) = wu;(z,0) = 0. Hér &r

¢ > 0 en konstant. (8)
4. Anta f(£) = gz for £ > L och f(§) = 0 for dvriga €. Be-

rikna f'(0) samt integralerna [ | f(2)> dz och [T f(x)? da.

Ledning for den sistndmnda integralen: Den kan uttryckas i
termer av Fouriertransformen av f2, och denna Fouriertrans-
form kan skrivas som en faltning. (3+2+3)



5. Los viarmeledningsekvationen u; = kAw i en skiva r < Rj.
Har ar & > 0 och u = u(r,0,t), dar (r,0) betecknar polira
koordinater. Randvillkoret &r u(Ry,6,t) = 0 och initialvill-
koret u(r,8,0) = (Ry — r)sin 6. (8)

6. Definiera ett lagpassfilter, med konstant (kallad gransvinkel-
frekvens) o > 0, och ge en formulering av samplingssatsen i
termer av ett sadant filter. (3+2)

7. Lat L vara en linjir, andra ordningens ordinar differential-
operator i intervallet [a, b]. Vad innebér det att L dr formellt
sjalvadjungerad? Vad medfor detta for relation mellan skaléar-
produkter av typ (Lf, g)? (3+2)
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Uppgift 1.
Differentialekvationen &dr inhomogen pga. termen +x, som
ar oberoende av t-variabeln. Randvillkoren &r homogena,
speciellt da oberoende av t. Déarfor ar detta ett typiskt fall
for steady state-metoden.

Vi bestammer alltsa forst en funktion wug(z) av bara x
som uppfyller differentialekvationen och randvillkoren. Det
betyder 0 = kuf(x) + = och uy(0) = up(1) = 0. Detta ger

enkelt uy(z) = —% +ax + b, dir man far b = 0 och a = &,
sa att ug(x) = Ig,fg.

Nu soker vi en 16sning till problemet av formen u(z,t) =
up(z)+v(x,t). Da skall v uppfylla den homogena virmeled-
ningsekvationen v; = kv,, och de homogena randvillkoren
v(0,t) = v(1,£) = 0. Initialvillkoret for v blir v(x,0) =
sin 2mx — ug(x) dvs.

.CC3—SC

6k

For v har vi ddrmed ett standardproblem for variabelsepa-
ration. De separabla l6sningarna blir (som vanligt) e~ F™” sin Tna
for n =1,2,.... Med ansatsen

v(z,0) = sin 2wz +

o
o202
v(x,t) = b, e " sin mna
Y n
n=1

ger initialvillkoret att

.1'3—33

b,, si = sin?2
Z SN TN S 2mwx + o

n=1

Termen sin 27z finns med i summan i vansterledet, sa vad
som behovs ar att utveckla 23 och z i sinusserie. BETA 13.1
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(14) och (12) med L = 1 séger att

2 1 6
3 n-+1 .
x” = ;;(—1) " (1 — 7T2n2> sin mnx
och
2 1
z=— ;(—1)"“5 sin mna.
Tillsammans ger detta att
12 6 2 (—1)"
b, = ——(—1)" =
6k7r( ) m™n3  mk nd
da n # 2, och
by =1 :
2 + 43k

Svaret pa uppgiften blir darmed

.TC—ZE?)

u(z,t) = T

0
22
+ g b,e "™ sin
n=1

med ovanstaende varden pa b,,.

Anm. Att termerna av storleksordning 1/n tog ut varandra
da vi héar berdknade b, &r inte 6verraskande. Det héanger
ihop med att funktionen z® — x i [0, 1], fortsatt till en ud-
da, 2-periodisk funktion, dr kontinuerlig med kontinuerlig
derivata, i motsats till 2% och z tagna var och en for sig.

Uppgift 2.
For att kunna anvanda Parsevals formel behover vi vasent-

ligen en funktion med Fourierkoefficienter proportionella
mot ——=. Med v = +/0.7 i BETA 13.1 (15) har vi att

sinar  2asin am w— 1
cosat = + 1)t~ cosnt
T Z( ) n?—0.7

QT
n=1

for |t| < m. Parseval sdger att summan vi vill berdkna
hiinger ihop med L?>-normen av f(t) = cosat i interval-
let |t| < . For att fa ratt konstanter betraktar vi f som en
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2m-periodisk funktion pa linjen och anviander BETA, fors-
ta formeln i den 6versta rutan pa sidan 312. Dér ar f en
reellvird funktion med utvecklingen

(0. 9]
ft) = % + ;(an cos nt + b, sinnt),
vilket framgar av forsta formeln i forsta rutan pa sidan 310,

dér €2 = 1 eftersom perioden éar 17" = 2m.
I vart fall far vi ag = 22297 och q,, = 2esmor(_q)ntl_1

am T n2—0.7
for n = 1,2,... samt b, = 0 for alla n. Da ger Parseval i
BETA med T'= 27 och a = —n
1 [ sin?ar 20’ sin? ot 1
— tdt = .
2 ). cos a?m? 2 ; (n? —0.7)?

For att rdkna ut integralen i denna formel skriver man

cos?at = (1 + cos2at)/2 och far 5 [T cos?atdt = 5 +

—L_sin2ar. Detta ger

4o
i 1 B 72 LT cotar 1
“—~ (n* = 0.7)?  4da?sin’ar 4o 204

som &r svaret, dar alltsa o = v/0.7.

Anm.1 Som synes kraver det viss moda att anvinda Par-
sevals formel i BETA. Ett alternativ ar att komma ihag att
formeln foljer av att funktionerna 1 och cosnz, n=1,2,...
ar ortogonala i intervallet [—m, 7| (for 6vrigt ocksa i [0, 7]).
Om man darfor kvadrerar ovanstaende serieutveckling av
cos ax och integrerar 6ver [—m, 7], sa 6verlever bara “dia-
gonaltermerna”. Eftersom % [T _cos? nxdt = % (dvs. cos®t
har medelviarde 1/2) far man samma Parsevalformel som

ovan, pa ett kanske enklare sétt.

Anm.2 En annan, elegant metod &r att sidtta t = 7 i Fouri-
erserien ovan; i denna punkt har man konvergens, och man
far bort teckenoscillationen i koefficienterna. Resultatet kan

skrivas
Z 1 _ mceotarm n 1
n2—a2 200 202
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Genom att derivera denna formel med avseende pa « far
man direkt samma uttryck som ovan for den énskade serien.

Uppgift 3.

Vi Laplacetransformerar i t-variabeln och soker alltsa funk-
tionen U(z, s) = Lu(x, s). De homogena initialvillkoren gor
att den transformerade differentialekvationen blir

2

s*U(x,8) = PUp(x, 8) + %

Observera hir att termen z2 &r oberoende av t och alltsa

Laplacetransformeras som en konstant. For fixt s ar det-
ta en inhomogen ordinér differentialekvation i x-variabeln.
Motsvarande homogena ekvation s?U(z,s) = c*U.(z,s)
har den allménna 16sningen

U(x,s) = Ae' + Be <,
dar “konstanterna” A och B kan bero av s. For att hitta en
partikuldarlosning till den inhomogena differentialekvatio-
nen ansatter vi ett polynom av grad 2 och finner U(x, s) =
22 202 . . . . ..
5 + %5 Den inhomogena differentialekvationens allmédnna
16sning ar darfor

U(x,s) = =+ —+ Ae* + Be -,

med A = A(s) B = B(s). Eftersom vi bara ar ute efter en
16sning till problemet, kan vi vilja A = B = 0.

Nu aterstar att finna inversa Laplacetransformen av den-
na funktion U(z, s). Med hjalp av tabellen, BETA 13.5 L.20,
far man

s e
som ar svaret.

En annan moéjlighet &r att anvianda steady state-metoden.
En steady state-16sning &r ug(x) = —%. For v(x,t) =
u(x,t) — up(z) far man da den homogena vagekvationen
vt = C*Vy, med initialvillkor v(z,0) = % och v(z,0) = 0.
Man kan bestdmma v med Laplacetransformen som ovan,
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men det enklaste ar att anvdnda d’Alemberts formel, som
direkt ger v. Se BETA 10.9, 6versta rutan pa sidan 240.

Anm. Att forsoka med Fouriertransformen i z-variabeln le-
der till svarigheten att z? inte &r integrabel och inte kan
Fouriertransformeras pa vanligt satt. Denna vag dr mojli-
gen framkomlig, via en massa distributionsteori, men i varje
fall mycket besvarligare &n ovanstaende.

Uppgift 4. A
Derivatan f" har Fouriertransformen i€ f(£). Fouriers inver-
sionsformel ger da

/ _ L * i _ l > 52
ro) =5 | ef©de= o [ g

For att berdkna den sista integralen hér anvander vi BETA
7.4, 76 och 61, och far

NI N S P L A |
f<0)_27r[ 2(1+§2)+2arctan§]1 _Z<16+87r)'

Det kan papekas att integralen ocksa enkelt kan berdknas
med partialintegration, om man skriver £¢2/(1 + £2)? som

produkten av /2 och 2£/(1 + £2)2.

Plancherels formel medfor att

+00 B 1 00 R B 1 00 52
/_ @Rl =5 / If©r =5 / T

For denna integral anviander vi igen BETA 7.4, 76 samt
nu ocksa rekursionsformeln 65 for A4 och As, och 63 for As.
Man far



[ iwra =

1 ¢ >
o o o)
11 ¢ 1
%7 21 [24(1 e 1_6A2] X
1 11 ¢ 1 >
906r 1927 21 [16(1 oy g retan 5] :
11
128 967

For att berdkna fj;o f(x)? dx observerar vi forst att den-

na integral ar f2(0), dvs. vérdet i 0 av Fouriertransformen

av 2. Men f2 = %f* f, och enligt definitionen av faltning

ar

f

fo = [ TR OF(o) e

och denna integral &r 0 eftersom integranden &r 0 for alla
€. Alltsa &r fj;o f(z)?dx = 0. Detta kan ocksa visas med
hjalp av Fouriers cosinus- och sinustransformer och mot-
svarande Plancherelformler.

Uppgift 5.

Vi separerar variabler och skriver u(r,0,t) = R(r)©(0)T(t).
Via uttrycket for A i poldra koordinater far da véarmeled-
ningsekvationen formen

R(r)0(6)1T"(t)

1

:km%m6@ﬂﬁﬂ~RﬁMX@ﬂﬁ+%RvXYwﬂﬁﬂ

r

Detta skriver vi som

1T'(t)  R'(r)

LR(r) 10"

ET(t)  R(r)

+_

r R(r) 12 0(0)
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och drar slutsatsen att de bada leden har har ett konstant
viarde o. Det ger de tva ekvationerna

T'(t) = koT(t)

och

LSRG RE) @)

R(r) — R(r) ©(0)
I den andra av dessa ekvationer maste aterigen bada le-
den ha ett konstant viarde 7. Da far vi ©”(0) = —70(6).
Eftersom funktionen © ar 2w-periodisk, vet vi att detta
medfér att 7 = n? for nagot n € {0,1,2,...} och att © &r
av formen O(0) = a cosnf + bsinnb.

For R far vi da
r*R"(r) + rR'(r) — (or* + n*)R(r) = 0,

som vi kdnner igen som Bessels (modifierade) differentia-
lekvation. For att bestimmma mojliga 16sningar R(r) ob-
serverar vi att randvillkoret medfor att R(Ry) = 0, och
dessutom maste funktionen R(r) vara kontinuerlig i punk-
ten r = 0.

Om o > 0, sig 0 = v> med v > 0, har vi den modifiera-
de Besselekvationen, med den allménna losningen R(r) =
al,(vr)+bK,(vr). Detta forkastas, eftersom K, dr obegrén-
sad vid 0 och I,, saknar positiva nollstéllen. Och om ¢ = 0
far vi for R(r) en Eulerekvation med losningar R(r) =
ar™ 4+ br=" (resp. a + blnr for n = 0), som forkastas av
liknande skél.

Da aterstar fallet o < 0. Vi siitter 0 = —p? med p > 0
och far Bessels differentialekvation, med den allménna 16s-
ningen R(r) = aJ,(ur) + bY,(ur). Har forkastar vi Y, som
ar obegréansad vid 0, och far sedan att J,(uRy) = 0. Alltsa
ar p av formen A\,;/ Ry, ddr A\,;, 7 =1,2,..., betecknar de
positiva nollstéallena till J,.

Detta betyder att o = —\2,/Rj och att R(r) = konst -
Jn(An;T/Ro). Ekvationen for T'(t) far da l6sningar propor-
tionella mot

exp(—kA; it/ RS).
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De separerade 16sningarna ar darfor
In(AnjT/ Ro)(anj cosnd + by, sinnf) exp(—k)\;ijt/Rg),

och vi ansatter en dubbelsumma

u(r.0,t) =

Z Z In(AnjT/ Ro)(anj cos nf+by,; sin nd) exp(—k)\fljt/R%).

n=0 j=1

Nu kommer initialvillkoret in, som ger

(0.0} 0.}

Z Z In(Anjr/ Ro)(anj cosnd + b,sinnf) = (R —r)sinf.
n=0 j=1

Genom att i vénsterledet tinka oss att vi forst (innerst)
summerar i k£ far vi en Fourierserie i n. Eftersom hogerledet
ar en term i en sadan Fourierserie, den med n = 1, drar vi
slutsatsen att alla a,; och b,; med n # 1 maste vara 0, och
detsamma géller a;;. Da aterstar likheten

Z Jl()\le/RO)blj sin ) = (R - 7”) sin 6.
j=1
Hér stryker vi forstas faktorerna sin 6 och ser att man maste
utveckla R—r i Besselserie, i ortogonalsystemet J; (A1;1/ Ro)
pa intervallet [0, Ry] med vikt r.
Da ger kinda formler, se BETA 12.4 sidan 275, att koef-
ficienterna &r

2 o
by = —5——— J1(A;7/Ro)(R — dr.
5= o, O/ R R =

Svaret pa uppgiften blir darfor
u(r.0,t) = byjJi(Ayjr/Ro) sin exp(—kA7;t/Rp)
j=1
med dessa by;.

Anm. Man kan spara en del arbete genom att gissa att 16s-
ningen ar av formen v(r,t)sin @ och ansétta detta uttryck.



