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1. Den 2m-periodiska funktionen f definieras av f(t) = t? da
0 <t<moch f(t) = 0da —7 < t < 0. Utveckla f i
Fourierserie. I vilka punkter konvergerar serien, och mot vilka
vérden? (8)

2. Finn en 16sning till begynnelseviardesproblemet

Uy = gy, x,t >0,
u(z,0) =1, wu(z,0)=0, x>0,
(Ot)—Ht, t>0,
dér ¢ > 0 &r en konstant. (8)

3. Bestam tal a och b s att vardet av
1
/ e’ +a(l+x)+b(1 —z)*dx
0

blir sa litet som mojligt. (8)

4. Los problemet

Up = Ugpy + SN T, O<z<l1, t>0,
u(0 t)—l u(l,t) =—1, t >0,
u(z,0) = 0<z<l.



. For ett tidsinvariant, linjirt system ger insignalen sgnt eIl
upphov till utsignalen |t|e~l. Om insignalen #r 27-periodisk
med virden m — ¢ for 0 < t < 27, vad dr utsignalen? Svaret
far ges i form av en Fourierserie. Med sgnt menar man +1
dat>0och —1dat<0. (8)

. Anta att en funktion u = u(x,y,t) uppfyller virmelednings-
ekvationen u; = kAw i halvcirkelskivan 2 +y? < r3, y > 0,
med randvérden u(z,0,t) = 0 for —rg < x < ro samt u, = 0
pa den krokta delen av randen. Har betecknar u, derivatan
i den radiella riktningen, och £ > 0 ar en konstant. Om ini-
tialvirdena ges av att u(x,y,0) = =z, vad blir u? Svaret far
innehalla svarberdknade integraler. (9)

. Formulera och bevisa Fouriers inversionsformel, da f och f
bada tillhor L'(R). (6)

. Betrakta den inhomogena vagekvationen uy = c*ug,+F(x,1)
iett omrade a < x < b, t > 0. Om de givna randvillkoren for
x = a, b och initialvillkoren fér ¢ = 0 ocksa ar inhomogena,
beskriv metoder for att angripa och 16sa problemet. Disku-
tera speciellt fallet da alla inhomogeniteter dr oberoende av
variabeln t. (6)
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Uppgift 1.
Vi viljer den komplexa formen av Fourierserie Y ¢,e"™ och
far med tva partialintegrationer, fér n # 0,
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Dessutom ar
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o= — t2 dt =
21

Fourierserien blir darfor

2 T = 2262k1
R 1\ — s mnt
s+ () S e

Den kan ocksa skrivas pa reell form:

sin(2k — 1)t
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(omvandling av ovanstéende eller ny rékning).



For att slippa dessa riakningar kan man i stillet utnyttja
tabeller. Man skriver forst den givna funktionen som

1
ft) =3 (£ +tt]), —-m<t<m,

dir t|t| ir den udda utvidgningen av funktionen ¢* fran (0, )
till (—m, 7). Denna kan man uttrycka med hjilp av funktio-
nen i BETA 13.1 (7), som for L = 7 dr den udda utvidgning-
en av t(m —t), alltsd nt — ¢|t|. Sammanfattningsvis kan man
da skriva f som

ft) = % (& +7t— (nt —tt])), —-w<t<m.

De tre termerna i hogerledet har nu Fourierserier givna av
(13), (12) och (7) i BETA 13.1 med L = 7, vilket ger samma
reella Fourierserie som vi nyss fann.

Funktionen f ar styckvis glatt. Darfor konvergerar Fouri-
erserien overallt, och dess summa &r funktionens vérde i alla
kontinuitetspunkter, dvs. i (—m, 7). I diskontinuitetspunkten
+7 dr summan medelvirdet av funktionens vinster- och ho-
gergrinsvirden, som #r (72 4 0)/2 = 72/2.

Uppgift 2.
Vi Laplacetransformerar i t-variabeln, vilket ger en funktion

U(x, z) att bestamma. Differentialekvationen transformeras
till

ZQU($7 Z) - Z’UJ(.%', 0) - ut(xa 0) - C2Uxx(x7 Z):
som pga. de givna initialvirdena blir
2U(x,2) — 2 = AUL(z, 2).

Detta ar en linjar, inhomogen ordinér differentialekvation i
variabeln x, for varje fixt z. En partikulédrlosning ges av den
konstanta funktionen U(z, z) = 1/2z. Motsvarande homogena
ekvation 22U (z, 2) = c?U,,(x, 2) har den allmiinna lésningen
Ul(x,z) = Ae ?*/¢ 4 Be**/¢, dir koefficienterna A och B kan
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bero av z men inte av x. Vi forkastar den andra termen, som
vixer for snabbt 1 z for att vara en Laplacetransform. Som
16sningar till den inhomogena ekvationen far vi da

(1) Ulx,z) = % + A(z)e /e,

Det givna randvirdet for = 0 leder till att U(0, z) maste
vara Laplacetransformen av 1/(1 + t). Den &r enligt tabell

1 0.}
£1——|—t =e‘F1(z) med Fi(z)= /Z e /tdt
(se BETA 13.5 L56 resp. avsnittet “Exponential integrals” i
BETA 12.5). Men f6r vart problem behover vi faktiskt inte
veta vad £(1/(1+1)) &r. Med z =01 (1) far man
1

1

Detta bestammer A(z) och ger att (1) kan skrivas

1 1 1 i
U(x,z)—ZJr( z+£1+t>e :
Den sokta losningen w(x,t) ar inversa Laplacetransformen
av detta uttryck, och for att finna den observerar vi forst att
den forsta termen 1/z &r transformen av funktionen 1. I den
andra termen ser vi att parentesen ar £(—141/(14t)), och
effekten av faktorn e*/¢ ir en translation. Darfor blir

1
u(x,t) =1+ (—1 + m) X{t—x/c>0}>
dvs. u(x,t) =1 for t < x/c och
1
)= —
ulz, 1) 1+t—12

for ¢t > xz/c. Observera att dessa bada uttryck stammer Gver-
ens i skarven, bada ér 1 for ¢t = x/c. (Rita gérna en graf.)

Héar kunde man ha kortat riakningarna nagot genom att i
stéillet for u soka funktionen v(z,t) = u(z,t) — 1, en form av
steady state-metoden.



En alternativ, annorlunda metod &ar att utnyttja att den
allmidnnna l6sningen till vagekvationen i en rumsdimension
ar u(z,t) = ¢p(t—x/c)+y(t+x/c), dar ¢ och ¢ ar funktioner
av en variabel. Det géller da att bestamma ¢ och ¥ sa att
rand- och initialvardena blir de ratta. Detta betyder

o(—x/c) +Y(+x/c) = 1, x>0
¢ (—z/c) + ¢ (+x/c) = 0, x>0

o) +y(t) = ——, t>0.

Om man har deriverar den forsta ekvationen och sedan kom-
binerar den med den andra, far man att 1)’ = 0 pa positiva
halvaxeln. D& &r v () konstant, sig a, for ¢ > 0. Den tred-
je ekvationen ger darfor ¢(t) = —a+ 1/(1 +1¢) for ¢t > 0,
och den forsta att ¢(t) = —a+ 1 for t < 0. For z,t > 0
kan vi nu stoppa in dessa uttryck for ¢ och % i ekvationen
u(z,t) = ¢p(t—x/c)+(t+x/c). Da forsvinner a, och resulta-
tet blir detsamma som vi nyss fann med Laplacetransformen.

Anm. [ skarven ¢ = x/c uppfyller 16sningen inte vagekvatio-
nen i vanlig mening, eftersom den dér inte ens ar deriverbar.
Men i distributionsmening ar vagekvationen uppfylld &ven
dar.

Uppgift 3.

Eftersom 1 4+ x och 1 — x tillsammans bildar en bas i det
tvadimensionella vektorrummet av alla férstagradspolynom,
ar uppgiften ekvivalent med att minimera fol le® — P(x)]* dz
over alla forstagradspolynom P(x). For att anvinda satsen
om basta approximation behover vi en ortogonalbas i detta
vektorrum. Den ena basvektorn kan vi véilja som det kon-
stanta polynomet 1. Man kan anvidnda Gram-Schmidts me-
tod for att finna den andra basvektorn, alltsa en vektor som
ar ortogonal mot 1. Men det dr nog enklare att observera,
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med hjilp av en graf, att polynomet z — 1/2 av symmetri-
skal ar ortogonalt mot 1. Som ortogonalbas véljer vi alltsa
1 och x — 1/2, med normer i L*(0,1) givna av ||1|| = 1 och
|z — 1/2||* = 1/12. Den bista approximationen vi soker dr
da P(x) =c+d(x —1/2), dér

1
c:/ e" ldr=e—1
0

! 1
d = 12/ e’(x — =) dx
0 2

1 1 /!

= 12 ([xex]é—/ emdx——/ e“’dx)
0 2 Jo

= 18 — Ge.

Alltsa ges P av
P(z)=e—1+4+ (18 = 6e)(x — 1/2) = (18 — 6e)x — 10 + 4e.

och

Slutligen maste detta skrivas om som P(x) = —a(l + z) —
b(1 — x); observera teckenbytet. Identifiering av koefficienter
ger ekvationssystemet

—a—b = —10+4e
—a+b = 18 — 6e.

Man far hdrav a = —4 + e och b = 14 — be, som &r svaret pa
uppgiften.

En alternativ metod ar att med 2’ = 2z — 1 transforme-
ra problemet till [—1,1]. T det intervallet kan man anvénda
Legendrepolynomen. Men detta blir knappast enklare.

Uppgift 4.

Pa grund av termen sin 7z ar ekvationen en inhomogen vari-
ant av varmeledningsekvationen. Denna term innehaller inte
variabeln ¢, och randvillkoren (for = 0 och x = 1) &r
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ocksa oberoende av t. Darfor dr det upplagt for steady state-
metoden. Vi skall alltsé forst hitta en l6sning ug(x) till ek-
vationen som bara beror av  och dessutom antar ratt rand-
virden. Det betyder 0 = u(j(z) 4 sin 7wz, samt uo(0) = 1 och
ug(1) = —1. Man far uo(z) = 7 2sinwx + az + b, dir b =
1, at+b = —1,saatt a = —2. Med ug(z) = 72 sin mz—2x+1
sitter vi v(x,t) = u(x,t) — ug(x) och far

Vt = Ugy, O<ax<l1, t>0,
v(0,t) =0, v(1,t) =0, t >0,
v(z,0) = -7 ?sintz +22 -1, 0 <z <1

Detta &r ett standardproblem for Fouriers metod. De sepa-

. . . . . 224 .
rerade losningarna med ritta randvirden blir e ™ ™t sin nra
med n =1,2,.... For v ansatter man

(0]
—n?mw3t .
v(x,t) = g bne sinnm.
n=1

2

Begynnelsevillkoret v(z,0) = —7~“sinmx 4+ 2x — 1 ger

O
E b,sinnrr = —1 2sinwr + 2x — 1.

n=1

Hogerledets sinustermen finns med i vénsterledet, sa vi ut-
vecklar x och 11 sinusserie i intervallet. BETA 13.1 (12) och
(25) med L = 1 medfor

(©.¢) o0

2 sin nrx 4 sin(2n 4 1)z

= — S [ h 1=-— .
‘ T ;( ) n 0¢ 7 nz 2n+1

Genom att identifiera koefficienterna far vi by = —n~2 +

4/m —4/m = —7~2 och by, = —2/(nm) samt

4 4
(2n+1) 7w(2n+1)

bont1 =
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for n = 1,2,.... Ddrmed kidnner vi v, och fér den sokta
funktionen v = v + ug far vi

u(x,t)
1 2 2 L e gin Inra
= -2 1+—(1—e ™ Hsi —— )
T+ —|-7T2( e " Ysinmx anzl -

Anm. Hér finns en genvég. I stéllet for att utveckla x och 1
separat kan man fa utvecklingen av 2x — 1 direkt, antingen
genom att sitta t = 2rx 1 BETA 13.1 (18) eller genom att
vilja L =1/2 och h =11 BETA 13.1 (5).

Uppgift 5.
Insignalen sgnte " har enligt BETA 13.2 F33 Fouriertrans-
formen — Enligt samma tabell, F35, har utsignalen |¢|e "

2(1-¢ )
(1+¢2)?

ten h(f) 5((1%2)) Detta betyder speciellt att insignalen e™

ger utsignalen h( Je Det ser man antingen med hjilp av
en faltning med impulssvaret A eller genom att observera att
Fouriertransformen av e &r 2w§(€ — n), alltsd en multipel
av Diracfunktionen translaterad till punkten n.)

Nu utvecklar vi den givna, periodiska insignalen f(t) =
m — t 1 Fourierserie. Denna periodiska funktion &r udda, som
man ser antingen i en graf eller genom att observera att for

€ (—2m,0) ér

F(t)= f(t+2m) =71 = (t+2m) = ~(r — (1)) = ~[(~).

Dess Fourierserie ges dérfor av formel (5) i BETA 13.1 dér
vi sitter L = h = 7

f(t) :22 sin nt _ _ZZ

n=1 n=1

1+£2
Fouriertransformen

. Systemfunktionen ar dérfér kvo-

mt. (
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Har kidnner vi utsignalen for varje term, och den sékta utsig-
nalen blir summan

= i(1 —n?)em = i(l1—n?) e ™
Z;n(lenQ) n zzl +n2 n
— (=) iy N 20— 1)
_ in inty _ t.
2w = 2 e

Det sista uttrycket ar svaret.

Anm. Man kan se att impulssvaret h(t) ér reellt, eftersom h
dr en udda och rent imaginar funktion. D& vet man att insig-
nalen sinnt ger utsignalen S(h(n)e™) = @COS nt. Detta
gbr uppdelningen av sinusserien ovan onodig.

Uppgift 6.
Vi anvinder poldra koordinater r, 8 och skriver u = u(r, 6,t),
dar 0 < r < rgoch 0 < @ < 7. Varmeledningsekvationen blir

wp = k(U + 17 0, + 7 2ugg).

Randvillkoren skrivs nu w(r,0,t) = 0 och u(r,7,t) = 0 och
ul.(ro, 0,t) = 0. Initalvillkoret betyder u(r,,0) = r cos .
Enligt kint monster soker vi separerade losningar u =

R(r)©(6)T(t) och far

Tl R/l R/ @//

T R R PO
Hir #r bada leden en konstant —p?, sa att 7" = —p2kT
och dirmed T = konst - e #*, Ay fysikaliska skél ser vi att
u? > 0, for annars skulle temperaturen vixa orimligt. Vi kan
alltsa véilja pu > 0. Ur ekvationen ovan far vi ocksa

TQRH TR/ @//
R
och héir ar bada leden en konstant 2. Vi far ©" = —120.

Eftersom randvillkoren medfér ©(0) = O(7) = 0, maste v/?
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vara kvadraten pa ett positivt heltal, s att v € {1,2,...},
och ©(0) = konst - sinvf. For R(r) far vi Bessels ekvation

R +rR + (u°r* —v*)R =0,

vars 10sningar ér linjarkombinationer av J,(ur) och Y, (ur).
Randvillkoren ger att R'(rg) = 0 och att R(r) i varje fall
maste vara begransad da » — 0. Det senare utesluter Y,,, och
det forsta betyder att ury maste vara ett nollstélle till J},. Om
darfor \j,, j = 1,2,... betecknar de positiva nollstallena till
J),, har vi pp = \j,/ro for nagot j.

De separerade losningarna blir alltsa

)\' T . 2 2
Jz/( V") sin v e ikt

To

Den sokta 16sningen ér en summa

u(r, 0,t) ZZbﬁ,J (

v=1 j=1

) )2 2
> sin v e Nkt

dér koefficienterna b, skall bestimmas s att initialvillkoret
blir uppfyllt. Det innebér att

(2) ZzbgyJ ( Wr) sinvf = rcosf

v=1 j=1

for 0 < r < rgoch 0 < 0 < w. Héar borjar vi med #-variabeln
och utvecklar cos @ i sinusserie i intervallet. Enligt BETA 13.1
(11) med L =m, h =1 &r

o

8
cosf = Z 4n2n_ ] sin 2n0.

Nu kan (2) ses som en likhet mellan tva sinusserier, och ge-

nom att identifiera koefficienterna far vi att b;, = 0 for alla
udda v och

&n
bigy Jon | 2220 = .
Z o) ( ) @z 1)

Vi skall alltsa utveckla hogerledet hér 1 Besselfunktionsserie.
Det dr mojligt, eftersom Besselfunktionerna Jay, (Aj2,7/70),
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dar j =1,2,..., bildar ett fullstindigt ortogonalsystem med
vikten w(r) = r i intervallet (0, 7). Koefficienterna ar enligt
BETA 12.4, (ii) pa sidan 276, dér vi tar ¢ = 0,

bj,2n:
8n 2)\92 "o )\'QT
- Jo | 2= ) r? dr.
(4n? — 1) r3(A2,, — an? )Jznuj,zn)?/o < o ) '

Svaret pa uppgiften ar darfor

T 9, t Zzbj onJon ( 2n7“> sin 2nf e~ a2nkt/7"o

n=1 j=1

dér b;2, och A2, &r som ovan.
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