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1. Bestam en losning till virmeledningsekvationen u; = kg,
i kvadranten x,t > 0 med randvillkoren u(x,0) = 0 och

u(0,t) = 1//1.

2. (a) Visa att funktionerna (¢,)7° bildar ett ortogonalsystem i
L*(R) om och endast om detsamma giller for Fouriertrans-
formerna (Es;)fo
(b) Visa att ett ortogonalsystem (¢,,)5° i L*(R) ér fullstiin-
digt om och endast om (@)fo ar fullstandigt.

(¢) Ge exempel pa ett fullstindigt ortogonalsystem i L*(R).
(Man behover inte bevisa fullstindigheten.) Ledning: En
mojlighet dr att borja med att dela in linjen i intervall.

Deluppgifterna a, b och ¢ ar virda 2, 2 resp. 4 poéng.

3. Los Dirichlets problem Au = 0 i kvadraten 0 < z, y < L
med randvardena

u(z,0) =1, u(z,L) =0, u(0,y) =14y, u(L,y)=0.

4. Betrakta Sturm-Liouville-problemet f”+\f iintervallet [0, 4]
med randvirdena f/(0) = 0 och 2f(4)— f'(4) = 0. Lat (\g)$°
vara egenviardena uppriaknade i vixande ordning. Ange ett
approximativt varde pa A3 genom att bestamma ett heltal n
sadant att |\ —n| < 1.



. Finn en begriansad 16sning till Laplaces ekvation i polar form
-1 -2
Upr +7 U +7 “Ugg = 0

isektorn 0 <7 < R, 0 < 0 < 8, med randvillkoren u(r,0) =
0, u(r,8) =0 och u(R,0) = 6. Hir ir 0 < 8 < .

. Los varmeledningsekvationen u; = kAwu 1 cirkelskivan r < p
med randvillkoret u(p,6,t) = 0 for alla § och ¢ och med
begynnelsevillkoret u(r,8,0) = h(r)(1 + cosf). Hér &r r, 0
polidra koordinater, k > 0 en konstant och A(r) en given
funktion.

. Formulera samplingssatsen.

. Beriitta om ortogonalpolynom i ett viktat rum L2 (a, b): de-
finition, konstruktion, entydighet.
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LOSNINGAR till tentamen i
Fourieranalys MVE030 for F2 och Kf2
och Fouriermetoder MVE290 for TM2

1. Lat U(x, z) vara Laplacetransformen i ¢-variabeln av 16sning-
en u(x,t). D& blir ekvationen

2U(z,2) — u(x,0) = kU, (z, 2),
dér u(x,0) = 0. Alltsa &r
Uz, z) = A(z) e V% L B(z) e*V3/E,

Har kastar vi andra termen eftersom den viaxer snabbt i z och
eftersom vi bara &r ute efter en 16sning till problemet. Rand-

villkoret for x = 0 ger att U(0, z) ar Laplacetransformen av
1/4/t, som enligt tabell ir \/7/z. Detta blir ocksa viirdet av

A(2), sa att Uz, 2) = \/m/ze *V*/*_ Tabellen ger nu att

1 2
u(w,t) = —= e /4

Vit

2. (a) Att (¢,) ér ett ortogonalsystem innebér att ingen ¢,, ar
0 (som L?-funktion) och att ¢, och ¢,, ér ortogonala i L?
fér n # m. Men om detta giller, ger Plancherels sats bade

att [[onl = V27 ||gull # 0 och {bn, ) = 2B, i) = 0
for n # m. Alltsé dr da dven (¢,,) ett ortogonalsystem. Om-
vindningen visas pa samma, sitt.

(b) Ortogonalsystemet &r fullsténdigt om och endast om f €
L? och f L ¢,, alla n, medfor f = 0. Men om sd &r, far

man for g € L? att g L ¢, for alla n medfor F-1g L ¢,



enligt Plancherel, sé (@) ar ocksa fullstandigt. Analog om-
vindning.

(c) Lat x,, vara karakteristiska funktionen for intervallet 7, =
[27n, 27 (n + 1)]. Da édr (x,e")iez ett fullstindigt ortogo-
nalsystem i L?(I,) och (xne™®), rez ett fullstindigt ortogo-
nalsystem i L?(R).

Ett annat exempel dr Hermitefunktionerna (h,,)>2,.

. OBS. Har fanns ett tryckfel i problemtexten. Det fjarde rand-
villkoret skall lyda w(L,y) = 0.

Randvillkoren ar inte homogena, vare sig pa den horisontella
eller den vertikala delen av randen. Men pa var och en av
de tva horisontella kvadratsidorna ar randvirdena konstanta.
Vi kan dérfor finna en “steady state™16sning ug(y), sadan att
Aug = 0, dvs. (ug)” = 0, med rétt randvirden for y =
0 och y = L. Da blir uq ett forstagradspolynom, nédmligen
up(y) = 1 —y/L. Skriv nu u(z,y) = v(x,y) +uo(y). Den nya
funktionen v(z,y) skall da satisfiera Av = 0 och

1
v(@,0) = 0, v(w, L) = 0,v(0,y) = (1+ )y, o(L,y) = 7 ~1.
Variabelseparation v = X (x)Y (y) ger
X// Y//
~ Ty konstant.

De homogena randvillkoren i y-variabeln medfor att konstan-
ten hiir maste vara (nw/L)? for nigot n € {1,2,...}, och
Y (y) = sin “Fy. Funktionen X () kan skrivas

X(x) = asinh n%a: + bsinh n%(L —x).

For v ansatter vi nu

v(z,y) = Z (an sinh %x + by, sinh %(L - x)) sin %y
n=1

(1)



Randvérdena for x = 0 och x = L ger att

nmw 1

zn: b,, sinh n7 sin fy =(1+ Z)y

och

zn:an sinh n7 sin %y = % — 1.

Ur tabell (i BETA (2) resp. (5) i 13.1) far vi

2L = (=)™ nm
= — sin —y

T n L
n=1

och

bada for 0 < y < L. Darfor blir
2(L + 1)(—1)"+

7n sinh nr

b, =

och
2

an — - - . < .
7n sinh nm

Problemets 16sning &r alltsa u(x,y) = v(x,y) + uo(y), dér v
ges av (1) med ovanstéende koefficienter. Det blir

Y

U(l‘,y) = 1- Z
o isinh%x—l— (—=1)"(L + 1) sinh "% (L — o) Sinn—ﬂy
T nsinh nm L~

4. For A < 0 sétter vi A = —pu? med g > 0 och far 16sningar

f(x) = acosh pux + bsinh ux.



Randvillkoret vid x = 0 ger b = 0. Med f(x) = cosh uz ger
randvillkoret vid x = 4 att

2cosh 4y — psinh4py =0,

dvs. tanh 4y = 2/p. Med hjélp av graferna ser man att denna,
ekvation har exakt en positiv rot pq, och vi far precis ett
negativt egenvirde \; = —p3.

For A = 0 &r losningarna forstagradspolynom och randvill-
koren medger bara nollpolynomet, sa 0 dr inget egenvirde.

For A > 0 sétter vi A = p? och far
f(z) = acos px + bsin px.
Randvillkoren ger att b = 0 och, med f(z) = cos ux, att
2cosdp + psindp = 0,

eller ekvivalent tan4py = —2/u. Alltsa skall t = 4 vara en
16sning till ekvationen tant = —8/t. Genom att rita graferna
ser man att denna ekvation har en (vixande) f6ljd av positiva
16sningar (tx)3°, som ger p-virden uy = ti/4 och egenvérden
M = (t/4)?, k = 2,3,.... PA graferna ser man att ¢3 mot-
svarar en punkt pa den gren av tangenskurvan som ges av
3n/2 <t < bm/2, och tants < 0 s& att 37/2 < t3 < 2.

Detta medfor )
3T << <7T>2
8 P> \2/)

Men (37/8)2 > 1 och (7/2)* < 3, sé att 1 < A3 < 3. Det
sokta n-vardet ar alltsa n = 2.

5. Variabelseparation u(r, ) = R(r)©(6) leder till

2 R” R/ @//
% = =y — konstant.



Eftersom ©(0) skall vara 0 for 6 = 0 och § = 3, maste
konstanten hir vara (nm/B)? for nagot n = 1,2,..., och
©(f) = sin 7. For R fas

2
2R +rR — (”1) R=0.
5]
Denna Eulerekvation har 16sningar 7 med v = +nn /3. Hér
kommer bara plustecknet ifraga, eftersom losningen skall vara
begransad vid 0. De separerade 16sningarna blir da /% sin ”—gﬁ.

Ansatt darfor

u(r,0) = o™ P sin "y, 2
(r,0) ; Z (2)
Randyvillkoret for r = R ger
Z e, R7/P sin M@ = 43
n=1 ﬁ

for 0 < 6 < 3. Tabellen (BETA: (14) i 13.1) ger

3 (_1\n+1
¢, = 25 ( 1) (1 . 26 2) R—nﬂ'/ﬁ
T™™n

(0 n

Losningen u(r, 0) ges nu av (2) med dessa c¢,,.
. Variabelseparation u(r,0,t) = R(r)O(0)T(t) ger forst
T" R + T—lR/ 1 ©"

—
T R + r2 ©
for nagon konstant A och darefter
2R” R/ @//
% — 2 = =y = konstant.

Denna sista konstant maste vara av formen n? for nagot n €
{0,1,2,...}, eftersom © &r 27-periodisk, och

O(6) = acosnf + bsinnb.

3



For R far man
R+ rR + (=\? —n*)R = 0.

Om A\ > 0, sig A = u? med p > 0, dr detta den modifierade
Besselekvationen, med losningar

R(r) = al,(ur) + BK(ur).

Men K, ar singuldr i 0 och férkastas, och I, har inga nollstél-
len pa R, . Dessa R(r) kan alltsd inte uppfylla randvillkoret
for r = p, och fallet A > 0 ger ingenting.

[ fallet A = 0 far man R(r) = ar” + Br™", som inte heller
ger nagonting. (For n = 0 fas i stéllet R(r) = a+ Blur.)

Men om A < 0 sitter vi A = —u? och da har vi Bessels
ekvation, med losningar

R(r) = aJ,(ur) + BY,(ur).

Hér forkastas Y;,, och randvillkoret vid r = p ger att J,(up) =
0. Om (Agp)32, betecknar de positiva nollstillena for .J,,, mas-
te alltsa p = Ay, /p for nagot k € {1,2,...}.

For T fas nu

De separabla l6sningarna blir

2 2 A n
e FNnt/P” ] ( i T) (@n cosnl + by, sinnb),
P

darn € {0,1,...} och k € {1,2,...}. Vi ansitter

S 2 2 Nen T
u(r,0,t) = e FAntlp Jn< hn > Q. COSNO+b,y SIn NB).
R %> ") o cosn st

n=0 k=1

Begynnelsevillkoret medfor da

Z Z I <>\knr> (@i cosnb—+by,y sinnd) = h(r)(14-cosf).

n=0 k=1 P

6



Genom att fixera r och variera 6 hér ser vi att a,; kan vara
skilt fran 0 bara for n = 0 och n = 1, och att alla b, &r 0.
For n = 0 far man da

- AT
ZaOkJo (ﬂ> = h(?“)
k=1 P

Koefficienterna ag, ges déarfor enligt formel i tabell av

2 p )\ko?“)
agy = ————— h(r)Jo | —— | rdr.
o p2J1(Ako)2/o (r) 0( p

Helt analogt har man

2 p )\]ﬂ?“)
iy = ———— hir)J; | —— | rdr.
1k pQJz(Akl)Q/o (r) 1( p

Losningen w ar alltsa

- 22 (A
u(r,0,t) = ZaOke_kAkOt/f’ Jo ( k:07“>
P
k=1

o0
A
+ Z al;{;e*k/\ilt/’)2 J1 <%r> cosf,
k=1

med ovanstaende koefficienter ag; och aqy.

En variant av ovanstaende ar att dela upp begynnelsevillkoret
i h(r) och h(r)cosf och 16sa tva problem. Da soker man
funktioner av bara r och ¢, i det andra fallet med en faktor
cos 6.



