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TMA132 Fourieranalys F2/Kf2, 5 poing

OBS! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsar.

1. For ett linjirt tidsinvariant system géller att insignalen «; (¢) = sign(t)e 't
ger upphov till utsignalen y; (¢) = tsign(t)e=2Y. Vad blir utsignalen y(¢),
om insignalen z(t) r 2n-periodisk z(t) = m—¢ for 0 < t < 2n? Ange y(t)
i form av en komplex trigonometrisk Fourierserie.

2. Bestim den elektrostatiska potentialen ¢(z,y) i omraddet D = {(z,y) :
0 < y < z} om potentialen p4 randen &r
_f q (z,y) € 9D, T2 + 9% > r?,
o ={ 5 Cheo mipen

S 3. Berikna faltningen (f * f)(z), —o0o < £ < 00, d&

filz) = ‘/:o e Ssin(éz)d¢, —oo <z < 0.

4. Los begynnelsevardesproblemet (c &r konstant),

wHcu=1uzg, -—-oco<zr<oo, >0,
u(z,0) =ze~*, —o00<z < o00.

5. Los Dirichlets randvirdesproblem Vu(r,6,¢) =1, 0 <a <r < b, med
rand data u(a,d) = cos, och u(b,0) = 1. (Obs! sfiriska koordinater).

6. Bestdim den stationira temperaturférdelningen i cylindern z2 + 32 <

@ a?, 0 < z < 1, da den buktiga ytan z2 +y2 = a2 och "toppen” z = 1 halls
- vid temperaturen 0 medan "botten” z = 0 ligger pA en platta med radiell
virmespridning enligt u(r,0) = r2.

R0 7. Visa att -
ST ()" =e3C-3), vz 0, Vi

n=-—0o0

8. Definiera vad som menas med derivatan av en distribution. Visa att om
g € C(*) och F ir en distribution s3 giller att:

(gF) = g¢g'F + gF".
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Losningar, TMA132 Fourieranalys F2/Kf2, 5 poéing; 2002-03-09

1. Vi har att

o1 (t) =sign(t)e !l = 2,(t) = %ﬁ-
] —2i . —2i(4+E2)—(—24
nl) = tsign(t)e = §u(1) = i () = GG

§
i o 44 2_9g2 _ 4—£2
= i(-20) %5z = 2are-
Detta ger overforingsfuktionen

b D) _p 4= 148 i @-e)1+e)

Ta() C@+eR -2 & (@d+ey

Komplexa Fourierserieutvecklingen av den 2m periodiska z(t) = = — ¢ ges
¢y av
z(t)=m—t~ Z (2 X

n=-—o0

dér fér n # 0, ar

; 2 .
2 — —int 2 —int
Cr = i (= e ar = & [(m -S| " - (D S ]
_— - 2x
S ) Y i P S _1[;£ -_ff]
- 2 —tn —in ' (=in)?|y | T 2r|—imn ' —in
_ 13w _ 1 _ —i
=%m=m=n n#O
Forn=0, éar

I 7o 1 (r—t)22r  1pn2 a2
- —t)dt = — =—[——-—-]=0.
0=5 ), "TOE=mTH |, THlTZ 3

et ~ ﬁ(n)eift = e A ﬁ(ﬁ)ei"t,

varfor for n # 0 giller att

z(t) = Z Cpet™t = Z —ﬂ—ze':M ~ Z —nifr,(afr.)e""‘t = y(t).
n=-—co n=—o0(n#0) n=—00(n#0)
Alltsa - ) )
—i —i(4—n°)(1+n°)
y(t) = Z —_—— OV gIne,
n=—oco(n#0) n (4 +nf)

Dvs svaret ar

= n? —4)(n®+1) ;.
y(t)= Z ( ng(ng(+4;; )em.

n=-oca(n#0)

V.g.V.




2. Avbildningen w = z*, z = z + iy avbildar D pa &vre halvplanet. Sitt

w = u + v, vi skall nu bestimma en funktion ®(u,v), som ir harmonisk
i halvplanet v > 0 och uppfyller randvillkoren

a, u<-ri
@(uﬁ 0) = /3, —rt Su< T4:
a, u>rh

Funktionen
®(u,v) = Aarg(w + r*) + Barg(w —r*) + C,

ir harmonisk i évre halvplanet, v > 0, och antar konstanta véirden pa de
tre intervallen u < —r4, —r* < u < r* och u > r* pa realaxeln. Vi viljer
argumenten sd att 0 < arg(-) < m; vi har arg(u +v) = arccot? da v > 0.
Vilj konstanterna A, B och C si att dessa virden blir ¢, S, respektive a:

Ar+Br+C= aq,
Br+C= g,
C= a

Detta ger A = ﬂ, B = —"‘—;g, C = a. Med substitutionen w = z* far

4

vi di en lésning @(z,y) till det givna problemet. D3
w = (u+iv) = (z+iy)* = (2% —y?+2izy)? = (22 —y?)2 4oy’ +4izy(z?—1?),

blir alltsd 13sningen

2 _ ,2)2 9.3 2 _,2)2 o ok
T~ —d4ryc 4+ - -4 -7
(z* —y*) YA ot T Y)" — 42y ]

a+9i—_—‘-B- [arccot
T 4zy(z? — y?) dzy(z? — 3?)

3. Vi kan skriva

fl@) = [ e Esin(¢z)de = [° e €l sin(éz) dg
= o [ —risign(¢)ekleiT de.

Detta ger att Fouriertransformen av f(z) &r
f(€) = (~mi)sign(€)e™¥l.
Da far vi
FI(f * D@IE) = (FOF = —n?e™28 = —2mze™,

som har invers Fouriertransformen

7+ @) = o




4. Vi sitter ze™% = f (z). Fouriertransformen iz-led, ger
dy = €% — P = — (€ + )i = (¢, 1) = C(£)e €+,

dar
w(€,0) = C(€) = f(¢).

Vidare &r
Fle™'] = Ve 8/ = f(¢) —z—(\/‘e €14) = iv/m(-¢/2e ¢

Detta ger att
A6, 1) = —iv/m(§/2)e™ tem I,

Med A =t + 3 giller att

3

som innebar att

o —Ag2 _ [ 4 (1 _z2pa —T _-z?/4A
(i)e F[dx(,/me )] }-[\/_2/1 ]
Med invers Fouriertransformering far vi
u(g; f;) = ﬁe‘czt 1 Z e—-:l:2/4(t+1/4)
’ 2 Van(t + 1/4) 2(t + 1/4)

vilket, efter forenkling ger

x _2t

22
— L P Ty
u(:!:, t) (4t 1)3/2 € e 4t+1

5. Eftersom data &r ¢ oberoende s dr u = u(r, #). Forst 16ser vi # oberoende
problemet for 4 ur ekvationen:

Vzﬁ("')=%, 0<a<r<b
a(a) = u(b) =0
Vi far
VZi(r) =1/r <= 54020 =1, £(r%0) = =5 +C,
=$ﬁf=%+p-’=>ﬁr)=%_g+
Randpvillkoren ger ekvationerna
C
@=0=2-%4p=0, ap=0—=2-%4ip=0




Genom att 16sa dessa ekvationer far vi D = —(a + b)/2, C = —ab/2.
Alltsé vi har

ﬁ(r)=%[r+2:—]——(a+b)] = —él;[rg—(a+b)r+ab] =%(r—a)(r—b).

Sétt v = u — 4. D& blir ekvationen fir v homogen med inhomogena
randvillkor:

V2u(r,8) =0, D<a<r<b

v(a,0) = cos(f), u(b,0)=1.
Loésningen for v kan ansittas som

oo

o(r6) =Y (Anr" + Bﬂr"‘“'l)Pn(cos 8),

n=0

Dér P, ir Legendre polynom av ordning n. Vi har att

v(a,8) =3 o, (Ana” + Bna‘"“l)Pn (cos8) = cos(f) = Py(cos )
u(b,8) =30, (Anb" + Bnb‘“‘l)Pn(cos 8) = 1 = Py(cos8).

Identifiering av koefficienter ger

n=0: { Ao+ By/a =0, Ap = —By/a,

Ao+ Bo/b=1, —Bofa+By/b=1. By(i-1)=1
Vi far att 5 b
Q
BD_—b—a’ Ao“b—a
P.s.s.
Aja+Bi/e? =1, —aBi/t® +Bifa®=1, Bi(Z-%)=1,
n=1: 2 3 ¢
A1b+Bl/b =0, A= —Bi/b 4
Vi far att 243 5
[/ a
Bi=p_s A="p_g

Fér hogre ordnings koefficienter giller
Ap =B, =0, for allan > 2.
Hirigenom far vi

b ab 1 —~a? a?b? 1
¥lnd) = (b-a B b—a;) + (b3——a.3r+ b3—a3ﬁ) o)

Slutligen u = @ 4 v ger svaret:

2

- m(r3 — b%) cos(8).

u(r,8) = 2—1;(7' —a)(r—=>b)+




6. Data oberoende av § = u = u(r, 2) satisfierar

£u—%§(a—“)+'—g;}—0 0<r<a, Dl
u(r, z), begra.nsad dd r—0, u(a, z) =0,
u(r,0) = 4[5 1)=10.

Variabelseparation: u(r, z) = R(r)Z(z) # 0, ger

LrR) "

1 AV "o T —
r(rR)Z+RZ =0= R _Z_A_

Vi far separerade differentialekvationer fér R och Z:
(I - %(TR’)‘ = AR, R(r) begrinsad dir — 0, R(a)=0,

(II) 2"=X2, 2Z(1)=0.

(I) ar siguldrt Sturm-Liouville problem med w(r) = r. Vi har A > 0. Sitt
A = %, B > 0. Ekvationen %(TR')’ + #?R = 0, #r en Bessel differetial
ekvation av ordning 0, och har allmén 18sning:

R(r) = C1Jo(Br) + C2Yy(Br). R(r) begrinsad dar =+ 0= Cy =0,
R(a) = 0= C1Jp(Ba) =0, C; # 0 tag C; = 1, virfor Jy(Ba) = 0.

Sitt Ba = appn, dir agn, n = 1,2,..., dr de positiva nollstillerna till
ekvationen Jy(z) = 0. D4 har vi egenvirdena och egenfunktioner enligt:

e (a7 (a7 2
\,s‘\t‘}?\.' B=0n= i‘t_’ An = 4672; = (%) y Rpr) = Jﬂ(ﬁn’"): n>1.

i
(II) blir d& Z! = §2Z,, som ger
Zn(z) = Apsinh B,(1 — 2) + B, cosh 8, (1 — 2)
. Med Zn(1) = Bn = 0 far vi
Zn(z) = Apsinh 8,(1 — 2).
Superposition ger

u(r,z) = ZRn (r)Zn(= ZAnJD (Bar) sinh 5 (1 - 2),

n=1
med

=]
0) =) Ansinh B Jy(Bnr) = r.
n=1
V.g.V.




Eftersom {Jy(Bpr)}aL, ar ett fullstindigt ortogonalsystem pa (0,a) med
w(r) = r. Fourierkoefficienter till 72 &r:

1 a
Ansinh = — [ 12 5o(Bar)r dr i= L,
Pn Jo P

n

Nedan riknar vi I:
e = 3J0 (Bar) d'r—_foa T3 Ru(r)dr = —5- [§'r? 4 (rR!(r)) dr
=-L SR"(T-)’ — [ 2r - rR(r) dr]
=_% @3R! (a) - (2r2Rn(r) +4 8 ar(r)dr]
= {Ba(@) = 0} = = [a®Rp(a) + 4 [ Jo(Bar) rr| = {Bar = 2}
= _I\L 3Rn(a,)+ fﬁna Jolz g,-dz] -_[ 3R! (a)+ (mJl( )) ?’a]
= _ﬁn _ SR' )+ f;a J1(Bna ] Bnd(Bna) + 3 e N ﬂna)]
= {J§(Bno) = =1 (Bna)} = 51;[ a ﬁ ﬁn]Jl(ﬁn
= (£45=4) adi (Bna).

III

w

Vidare, enligt Theorem 5.3, &r p, = % 2(Bna). Eller se nedan:

= Jo J§(Bar)rdr = [z = Bur] = 1 fﬁ"a JE(z) zdz
2 Bna Bia?
=5 (1@ + @) = a‘rﬁg T2(Baa) = L2 (Bra).

Varfor

£
i ) 1 (a2ﬁ,.,, -4

2(a’B, —4)
An h(8,) = 2
ALkl % J{(Bra) ek

)eh ) = S ey

Och svaret ar

‘ _ © 2(0'2'5" —4)  Jo(Bar) sinhﬁn(l —2z) _ Qon
o)=L T T smbB ' T

n=1
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