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MATEMATIK
Chalmers tekniska högskolaTMA132 Fourieranalys F2/Kf2, 5 poäng

OBS! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsår.

Hjälpmedel: Beta, Standard math. tabels, typgodkänd räknedosa
Telefon:

2006�01�14 kl. 08.30�13.30

1. En lång cylinder har från början temperaturen 0 . Efter tiden t = 0 hålls
mantelytan vid en periodiskt varierande temperatur. Bestäm temperatur-
utvecklingen i cylinderns inre. Den beskrivs av följande ekvationer:

ut =
1
r
(rur)r, 0 < r < b, t > 0,

u(r, t) begränsad u(r, 0) = 0, u(b, t) = sin t, t > 0.
(led: sök lösningen som en serie i Besselfunktioner.)

2. Låt F (ξ) =
∫ 5
1 arctan(x3)e−iξxdx. Beräkna

∫∞
−∞ F (ξ) cos ξdξ.

3. Med hjälp av konforma avbildningar hitta den elektrostatiska potentialen
u i området

(x, y) ∈ R2, x > 0, 0 < y < x, x2 + y2 < 1

som är lika med 0 på x-axeln y = 0, lika med 1 på cirkelbågen x2+y2 = 1,
lika med −1 på linjen y = x, 0 < x < 1.

4. Hitta lösningen till randvärdeproblemet

uxx + uyy = 1, 0 < x < π, 0 < y < π,

u(0, y) = 0, u(π, y) = sin y, u(x, 0) = u(x, π) = 0.

5. Bestäm samtliga egenvärden och tillhörande egenfunktioner till Sturm-
Liouvilleproblemet

e−2x d

dx
(e2xu′(x)) + λu(x) = 0, u(0) = 0, u(1) + u′(1) = 0.

Beskriv egenskaper av egenfunktioner. Utveckla funktionen f(x) = ex i
Fourierserie m.a.p. det systemet.

6. Utveckla funktionen f(θ) = sin(θ/2)+1 i en komplex Fourierserie på inter-
vallet (−π, π). Vilka formler ger serien för θ = 0, π/2,−π/2,−π, π? Vilka
Fourierutvecklingar får man med integrering av serien?? Med derivering
av serien?? Formulera motsvarande regler.

7. Formulera och bevisa Besselolikheten för Fourierserier. I vilket fall gäller
ekvation i stället för Besselolikheten.

8. Ortogonala och ortonormala funktionssystem i Hibertrum. Hur transfor-
merar man ett icke-ortogonalt system funktioner till ett ortonormalt sy-
stem? Vad betyder att ett system är en bas?

Varje uppgift kan ge max. 8 p. Skrivningen beräknas färdigrättas måndagen,
den 28. jan. Lösningsförslag publiceras på kursens webbsida 16.jan.

G.Rozenblioum
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MATEMATIK
Chalmers tekniska högskola

TMA132 Fourieranalys F2/Kf2, 5 poäng

OBS! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsår.

Hjälpmedel: Beta, Standard math. tabels, typgodkänd räknedosa
Telefon: 0762186654

2005�03�12 kl. 08.45�13.45

1. Med hjälp av utveckling i Fourier-Bessel serie hitta en radial lösning u(r, t)
av randvärdeproblem för värmeekvationen

ut = ∆u− u

i cirkelskivan r < 2 med begynnelsevillkoret u(r, 0) = 4 − r2, 1 ≤ r ≤
2, u(r, 0) = 3, r < 1 och randvillkoret u(r, t) = 0 för r = 2.

2. Hitta andragradpolynomet P (x) som minimerar
∫ 2
1 |x3 − P (x)|2x−1dx.

3. Med hjälp av konforma avbildningar hitta den elektrostatiska potentialen

u i området

(x, y) ∈ R2, x, y > 0, x2 + y2 < 1

som är lika med 0 på y-axeln x = 0, lika med 1 på cirkelbågen x2+y2 = 1,
lika med −1 på intervallet 0 < x < 1

2 på x-axeln, och lika med 0 för x > 1
2

på x-axeln.

4. Funktionen f(x) har Fouriertransformen f̂(ξ) där f̂(ξ) = 1 på 3 intervall

2n < x < 2n+1, n = 1, 3, 5, f̂(ξ) = −1 på 3 intervall 2n < x < 2n+1,

n = 2, 4, 6, och f̂(ξ) = 0 utanför dessa 6 intervall. Hitta f∗f∗f , f∗f∗f∗f ,
f ∗ f ∗ f ∗ f ∗ f f ∗ f ∗ f ∗ f ∗ f ∗ f och

∫∞
−∞ |f ∗ g|2dx, g(x) = sin(5x)

x .

5. Lös med hjälp av utvecklingen i Fourier serie i egenfunktioner av ett pas-

sande Sturm-Liouville problem vågekvationen

utt = uxx + ux, 0 < x < π, t > 0

med randvillkoren u(0, t) = 0, 2ux(π, t) + u(π, t) = 3 och begynnelsevil-

lkoren u(x, 0) = x, ut(x, 0) = sin(x). (Tips: skriv uxx+ux som e−x(exux)x

för att få S-L problemet och bestäma viktfunktionen.)

6. Utveckla funktionen f(θ) = exp(−θ) i en komplex Fourierserie på inter-

vallet (−π, π). Vilka formler ger serien för θ = 0, π/2,−π/2,−π, π? Vilka

Fourierutvecklingar får man med integrering av serien?? Med derivering

av serien?? Formulera motsvarande regler.

7. Låt {φn}∞n=1 vara ett ortonormalt system i L2(a, b). Ange tre villkor som
alla var för sig är ekvivalent med att {φn}∞n=1 ar ett fullständigt system

(en bas) i L2(a, b) (Sats 3.4). Beviset krävs.

8. Berätta så mycket du kan om linjära system, deras egenskaper, karakter-

istiker och Fouriertransformationsbaserade analysmetoder. Ge exempel.

Varje uppgift kan ge max. 8 p. Skrivningen beräknas färdigrättas måndagen,

den 28. mars. Lösningsförslag publiceras på kursens webbsida 15.mars.

G.Rozenblioum
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MATEMATIK
Chalmers tekniska högskola

TMA132 Fourieranalys F2/Kf2, 5 poäng, LÖSNIGAR
:

OBS! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsår.

Hjälpmedel: Beta, Standard math. tabels, typgodkänd räknedosa(icke-programmerbar)
Telefon: 0762186654

2005�01�15 kl. 08.30�13.30

OBS! Skriv namn och personnummer på samtliga inlämnade papper.

1. Utveckla funktionen f(x) = x3, 1 < x < 2, f(x) = 0, 0 < x < 1 i serie∑
ckJ3(µkx/2) på intervallet (0, 2) där µk är positiva nollställen av J ′

3.

2. Ett ringformigt membran 1 ≤ r ≤ 3 i polära koordinater har innre ran-

den r = 1 �xerad, medan den yttre randen r = 3 vibrerar med vinkel-

frekvensen ω och samma amplituden 2 för alla punkter på den yttre ran-

den. Membranets rotationssymmetriska vibrationer beskrivs av ekvation-

erna

∂2u

∂t2
+ c2 1

r

∂

∂r
(r

∂u

∂r
), 1 < r < 3, t > 0, u(1, t) = 0, u(3, t) = 2 sin(ωt). (1)

Bestäm den stationära rotationssymmetriska svängningsrörelsen, dvs. en

lösning på formen u(r, t) = v(r) sinωt. För vilka ω �nns en sådon lös-

ning??

3. Med hjälp av konforma avbildningen till det övre halvplanet hitta en

harmonisk funktion u(x, y) i enhetsdisken x2 + y2 < 1 som har på cirkeln

x2 + y2 = 1, eller r = 1 i polära koordinater r, θ, gränsvärdena u = 1 på

cirkelbågen 0 < θ < π/4 och u = 0 på resten av cirkeln.

4. Funktionen f(t) har Fouriertransformen

f̂(ω) =
ω2θ(ω)
(1 + ω2

)2

där θ(ω) är Heavisides funktion. Beräkna
∞∫

−∞
f(t)e−|t|sgnt dt

5. Lös Laplaceekvationen
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0

i rektangeln 0 < x < π, 0 < y < 1 med gränsvilkoren u(0, y) =
0, ux(π, y) = 0, u(x, 0) = u(x, 1) = sin(x/2).

6. Lös problemet{
uxx = ut + u, 0 < x < π/2, t > 0,
u(0, t) = 1, u(π/2, t) = 0, u(x, 0) = cos(x)

7. a) Ortogonala och ortonormala funktionssystem. Hur transformerar man

ett ortogonalt system till ett ortonormalt system? Fullständiga system.

b) Konformavbildningar och ström. Nivåkurvor.

8. Härleda formeln för genererande funktion för Besselfunktioner.

Varje uppgift kan ge max. 8 p. Skrivningen beräknas färdigrättas fredagen

28.jan.

G.Rozenblioum
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MATEMATIK
Hjiilpmedel: Beta, Standard math. tabels, typgodkiind rd'knedosa

Telefon : Erik Broma n, 07 40 -45902 2, Tobias Gebiik, 0 740-350646
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TMA132 Fourieranalys F2/Kf2, 5 poiing

OBSI Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsAr

l. Eit linjiirt tidsinvariant kausalt system har stegsvaret /(t) : e-tq(t),

(dvs. /(t) [r utsignalen dA, insignalen iir d(t))'

a) Bertikna utsignalen dA insignalen * t?(t)'

b) En sinusformad insignal ger en utsignal, vars amplitud iir hiilften av

insignalens. Beriikna vinkelfrekvensen'

2 .

J .

Besld,m clet polynom P(r) av hogst andra graden som minimerar

roo

J"- uo - P(")l'"-" d'''

a) Los Laplaces differentialekvation

(  u r r * u r r : 0 ,  0 < r < 2 ,  U ) 0 '

|  " (0 ,  y)  :  ur (Z,A)  :0 ,  l ims-+"o u(r ,Y)  :0 ,

l � r r . o ) : {  o '  o ( r < 1 '
[ * , * , " r _ \ 1 ,  I < r < 2 .

b) Ge nflgon fysikalisk tolkning av problemet i uppgift (a)'

Bestiim en losning till Problemet,

(  u t : ' l - L a a  * ' t 1 ' a 1  - o o  (  r  1 @ ' '  t  )  0 '

t  ' ( t '  0)  : '2"-"  '  -oo (  r  (  oo'

Ledning: Fouriertransformera i r-led'

5. Let / vara en funktion i ,1(R'). Definiera F(n) : tP-* f (r +2kn)'

a) Visa att F iir 2n Periodisk'

b) Hiirled ett samband mellan F:s Fourierkoefftcienter och /:s Fourier-

transform.

c) Bevisa (under I[mpliga fcirutslitningar) Poissons summationsfotme]:

i , r r *^) : *  i  i@).
k = - o O  n = - 6

6, Bestd,m temperatur en'tL: u(r,t) i  klotet '  :  1/F + y'TZ < 1' da

(  * : y 2 u : * * ( r , * ) ,  o < r < 1 ,  l ) 0 ,

t  , l f  t ,  t )  +u,( l , t i :  o,- '  u(r ,0)  :  f  ( r ) ,  u begrdnsad'

Formulera och bevisa samplingsteoremet'

Jrr(r) iir Besselfunktion an orning n' Visa genercrande funktionsfomel:

i t-ri* : "t i- l), Yz t ' o' Vc'

4 .

I

i "

I

t '

i,-7

8 .

MA
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TMA132 Fourieranalys F2lKf2, 5 poeng
OBSI Anse nann, personnunmer sant linje och inskrivningser.

1. Best5m det polynom P(r) av hdgst aodra graden som minimerar
r l -

| 1^/t - "2 - e1"112 a,.
J  _ r -

2. Bestiim en ldsning till ekvationen

I  y i - * # .  - o o  < " .  <  c o .  r > 0 .
\  , i r .O ; :  "  ' .  l im , -@ r , ( - ! " . t )  =  0

5 .

6 .

7 .

8 .

Betrakta difierentia,lekvationen

l r t t  =  u 6  o o < c < o o '  ' > 0

Visa aii om u(c, r) ar pedodisk som funktion av z med perioden 2n, s6,
t t  t l  -  - t t

/  u ( r ,0 )dr -0 - - -  |  lu t r . t l l ' � d t !p - ' t  I  ld ( r ,0 ) f  d ! ,  '  >0 .
J  "  J - "  J - t

Antag 0 < a <-Loch c>0. Lds ehvationen
(  , , , - \ " , , ,  t > 0 ,  0 < r < I ,

\  u (o , t \  :  u (L , t ) :  0 ,  f  >0 ,
I  u ( c , o )  = 6 ,  a @ , A ) : 6 ( r - a ) ,  0 < s < L .

Bestam samtliga egenvijrden och egenfunktioner till problemet

|  - i ( r H Y : ^ R ,  0 < r < a ,
I .R(r) begriirsad dl r -+ 0, R (a) = 0.

U.veckla frnkl ionpn 12 i  Fouri"rsor i"  m.a.p. egenlun\ l ionerna.

Ledning: Man kan fi anviirdning av fijljande formler:

r .2 ,.1 /

J tvt,a, -;  
l ro' �("r 

-  r i( ,) ]  nl f  t , t ' r)  -  .rpJo-1trt .

Unders<ik hur avbildningen tr, : , o-a avbildar omredet O : {z : lz -

i,l < 1, Rez > 0). Anv2ind resultatet f6r att bestamma en funktion
g(x,g), (z : x + i11) som :ir harmonisk i O och hax ra-ndvexdena

I  P .  o ' n l ? - t  - 1 ,  r > 0 .
l l r ' Y l - t  o .  o - n r - 0 .  o < 9 r 2 .

Formulera och bevisa samplingsteoremet d5, J € -L2.

' \ 2f-' 
satisnerar Bessels diflP_en-visa ait ,(r) = tf, niffir;(iJ

tialekvation
x2u"  +x l t ' + (a2  -  u2 )a :  o .
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