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Hjilpmedel: Beta, Standard math. tabels, typgodkiind riknedosa
Telefon:
2006—-01-14 kI. 08.30-13.30

MATEMATIK . )
Chalmers tekniska h3zMl 32 Fourieranalys F2/Kf2, 5 podng

OBS! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsar.

1. En lang cylinder har fran bérjan temperaturen 0 . Efter tiden ¢t = 0 halls
mantelytan vid en periodiskt varierande temperatur. Bestdm temperatur-
utvecklingen i cylinderns inre. Den beskrivs av foljande ekvationer:

1
ug = —(ruy)r, 0 <r <b,t >0,
r

u(r, t) begransad u(r,0) = 0,u(b,t) = sint,t > 0.
(led: sok losningen som en serie i Besselfunktioner.)

2. Lat F(&) = f15 arctan(z®)e”“*dx. Berikna [*_ F(£)cos{dE.

3. Med hjélp av konforma avbildningar hitta den elektrostatiska potentialen
uw i omradet

(z,y) eR%, 2>0,0<y<uz 2’4y’ <1

som ir lika med 0 pa x-axeln y = 0, lika med 1 pa cirkelbagen 22 +12 = 1,
lika med —1 pa linjen y = 2,0 < x < 1.

4. Hitta 16sningen till randvéardeproblemet
Upr +Uyy = 1, 0 <z <7, 0<y<m,
U(O, y) =0, u(”? y) =siny, u(:):, 0) = u(:v, 7T> =0.

5. Bestdm samtliga egenvéirden och tillhdrande egenfunktioner till Sturm-
Liouvilleproblemet

6—2””%@%'(:6)) +Au(z) =0, u(0) = 0,u(1) +u'(1) = 0.

Beskriv egenskaper av egenfunktioner. Utveckla funktionen f(z) = e* i

Fourierserie m.a.p. det systemet.

6. Utveckla funktionen f(6) = sin(0/2)+1 i en komplex Fourierserie pa inter-
vallet (—m, 7). Vilka formler ger serien for = 0,7/2, —7w /2, —m, w7 Vilka
Fourierutvecklingar far man med integrering av serien?? Med derivering
av serien?? Formulera motsvarande regler.

7. Formulera och bevisa Besselolikheten for Fourierserier. [ vilket fall géller
ekvation i stéllet for Besselolikheten.

8. Ortogonala och ortonormala funktionssystem i Hibertrum. Hur transfor-
merar man ett icke-ortogonalt system funktioner till ett ortonormalt sy-
stem? Vad betyder att ett system &r en bas?

Varje uppgift kan ge max. 8 p. Skrivningen beriknas fardigrittas mandagen,
den 28. jan. Losningsforslag publiceras pa kursens webbsida 16.jan.
G.Rozenblioum
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Hjdlpmedel: Beta, Standard math. tabels, typgodkind riknedosa
MATEMATIK Telefon: Niclas Andréasson0762721860

Chalmers tekniska higskola 2005-08-25 kL 8 30 -1 3 30

TMA132 Fourieranalys F2/Kf2, 5 podng

OBS! Ange namn, personnumimer samt linje och inskrivningsar.

1. Bestdam det polynom P(xz) av hogst andra graden som minimerar
[s.9]
/ (2e=%/2 — P(x))%edz.
0

2. Lat f(z) =n(z—1) —n(z+1). Hitta med hjilp av Fouriertransformation
eller Laplacetransformation lésningen till problemet

Upe + Uy = Uz, T E (—O0,00), te (0700)1 u(:r,O) = f(x)

3. Med hjilp av konformavbildningar hitta en harmonisk funktion i omrédet
utanfér tvé tangerande cirklar |z| < 1 och |z — 3| < 1, vilken har viirdet
1 pé den forsta cirkeln och virdet 2 pé& den andra cirkeln.

4. Funktionen f(t) har Fouriertransformen f(w) dér
@) =0, | <2,|fw)| =12 < |w| <5,|f(@)] = |w| ™, || 2 5.

sin ad

For e > 0 definieras funktionen gq(t) som gq(t) = Bestam funktio-

mt
nen h(a) = J |(ga % f)(®)dt.

‘Cﬂ

Utveckla funktionen f(6) = cos(—6/2) i en komplex Fourierserie p4 inter-
vallet (—,m). Vilka formler ger serien for 8 = 0,7/2, —7/2, —m,n? Vilka
Fourierutvecklingar fir man med integrering av serien?? Med derivering
av serien?? Formulera motsvarande regler.

6. Lds problemet
Uge = Ut + U, O <
u(0,t) = 0,ul,(m,t) =1, u(z,0) ==z
7. Formulera och bevisa Fouriers inversionssats (valfritt version)
8. (utan bevis)

a) Definition av derivata av en distribution. Motivering. Exempel av
derivering av distributioner som inte ges av kontinuerliga funktioner.

b) Villkoren fér uniform och absolut konvergens av Fourierserier.

Varje uppgift kan ge max. 8 p. Skrivningen berdknas fardigrittas 10.
september.
G.Rozenblioum

GR
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Hjélpmedel: Beta, Standard math. tabels, typgodkéind riknedosa
MATEMATIK Telefon: 0762186654
Chalmers tekniska hogskola 2005-03-12 kl. 08.45-13.45

TMA132 Fourieranalys F2/Kf2, 5 poing

OBS! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsar.

1. Med hjilp av utveckling i Fourier-Bessel serie hitta en radial 16sning u(r, t)
av randvérdeproblem for virmeekvationen

u = Au—u

i cirkelskivan r» < 2 med begynnelsevillkoret u(r,0) = 4 — 72,1 < r <
2, u(r,0) = 3,7 < 1 och randvillkoret u(r,t) = 0 for r = 2.

2. Hitta andragradpolynomet P(x) som minimerar ff |23 — P(z)|?z~tdz.

3. Med hjélp av konforma avbildningar hitta den elektrostatiska potentialen
u 1 omradet
(z,y) €R?, z,y>0,22+4%> <1

som ir lika med 0 pa y-axeln & = 0, lika med 1 pa cirkelbagen 22 +y? = 1,
lika med —1 pé intervallet 0 < z < % pa z-axeln, och lika med 0 fér z > %
pa x-axeln.

4. Funktionen f(z) har Fouriertransformen f(€) dir f(¢) =1 pa 3 intervall
" <x < 2" = 1,35 f(§) = —1 pa 3 intervall 2" < z < 2"
n =2,4,6,och f(§) = 0 utanfor dessa 6 intervall. Hitta fxfxf, fxfxfxf,

[rfufsfef fofsfefnfsfoch [%|f«gde, ga)=TE,

5. Los med hjilp av utvecklingen i Fourier serie i egenfunktioner av ett pas-
sande Sturm-Liouville problem vagekvationen

Upt = Uy + Uz, 0 <z <, 8 >0

med randvillkoren u(0,t) = 0, 2ug(7,t) + u(w,t) = 3 och begynnelsevil-
lkoren u(x,0) = x, u¢(x,0) = sin(x). (Tips: skriv ugzy +u, som e (e ug),
for att fa S-L problemet och bestdma viktfunktionen.)

6. Utveckla funktionen f(#) = exp(—#) i en komplex Fourierserie pa inter-
vallet (—m, 7). Vilka formler ger serien for § = 0,7 /2, —7/2, —m, w? Vilka
Fourierutvecklingar far man med integrering av serien?? Med derivering
av serien?? Formulera motsvarande regler.

7. Lat {¢,}5°, vara ett ortonormalt system i L?(a,b). Ange tre villkor som
alla var for sig dr ekvivalent med att {¢,}>°; ar ett fullstdndigt system
(en bas) i L?(a,b) (Sats 3.4). Beviset krivs.

8. Beritta sd mycket du kan om linjara system, deras egenskaper, karakter-
istiker och Fouriertransformationsbaserade analysmetoder. Ge exempel.

Varje uppgift kan ge max. 8 p. Skrivningen berdknas fardigrittas mandagen,
den 28. mars. Losningsforslag publiceras pa kursens webbsida 15.mars.
G.Rozenblioum

GR
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Hjalpmedel: Beta, Standard math. tabels, typgodkind riknedosa(icke-programmerbar)
MATEMATIK Telefon: 0762186654
Chalmers tekniska hogskola 2005-01-15 kl. 08.30-13.30

TMA132 Fourieranalys F2/Kf2, 5 poiing, LOSNIGAR

OBS! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsar.

OBS! Skriv namn och personnummer pa samtliga inldmnade papper.

1. Utveckla funktionen f(z) = 23,1 < x < 2, f(z) = 0,0 < x < 1 i serie
> crpJs(prx/2) pa intervallet (0,2) dér py, &r positiva nollstéllen av Jj.

2. Ett ringformigt membran 1 < r < 3 i polédra koordinater har innre ran-
den r = 1 fixerad, medan den yttre randen r = 3 vibrerar med vinkel-
frekvensen w och samma amplituden 2 for alla punkter pa den yttre ran-
den. Membranets rotationssymmetriska vibrationer beskrivs av ekvation-

erna
0? 10,0
8—;2‘ ;E(ra%‘), 1<r<3,t>0u(l,t)=0,u3,t) = 2sin(wt). (1)
Bestdm den stationéra rotationssymmetriska svingningsrorelsen, dvs. en
16sning pé formen wu(r,t) = v(r)sinwt. For vilka w finns en sddon 16s-

ning??

C2

3. Med hjilp av konforma avbildningen till det &vre halvplanet hitta en
harmonisk funktion u(z,y) i enhetsdisken x? +y? < 1 som har pé cirkeln
22 + 4% =1, eller r = 11 polira koordinater r,6, grinsvirdena v = 1 pa
cirkelbagen 0 < 6 < w/4 och u = 0 pé resten av cirkeln.

4. Funktionen f(t) har Fouriertransformen

w?0(w)

f(w) = m)2

o0
dir O(w) &r Heavisides funktion. Berikna [ f(t)e~l!lsgnt dt

—0o0
5. Los Laplaceekvationen
0*u  0*u
ot oy =0
0x?  Oy?
i rektangeln 0 < =z < m, 0 < y < 1 med gréansvilkoren u(0,y) =
0, ug(m,y) = 0,u(z,0) = u(x,1) = sin(x/2).
6. LoOs problemet

Upe = Ut + U, 0<z<m/2,t>0,
u(0,t) = 1,u(r/2,t) =0, wu(z,0)= cos(zx)

7. a) Ortogonala och ortonormala funktionssystem. Hur transformerar man
ett ortogonalt system till ett ortonormalt system? Fullstdndiga system.

b) Konformavbildningar och strém. Nivikurvor.

8. Hérleda formeln for genererande funktion fér Besselfunktioner.

Varje uppgift kan ge max. 8 p. Skrivningen berdknas fardigriattas fredagen
28.jan.

G.Rozenblioum

GR



Hjélpmedel: Beta, Standard math, tabels, typgodkind riknedosa(icke-programmerbar)

MATEMATIK Telefon; Anna Nystrém, 0739779268

Chalmers tekniska hijgskola 2004-08-26 kl. 08.45-13.45

TMA132 Fourieranalys F2/Kf2, 5 pofing

OBS! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivoingsir.

. Utveckla funktionen f(z) = =8,z < 1, f(z) = 0,1 < = < 3 i serie
¥ epda(ppr/3) pa intervallet (0,3) diir gy dir positiva nollstillen av JJ.

. Hitta andragradpolynomen FP(z) som minimerar _Ilrul vz = P(z)|*zdz.

. Konstruera en konform avbildning som avhildar omridet 0 < argz <
m/4,|z| < 2 pa det &vre halvplanet. Vilka problem i potentialtecri kan
man ldsa med hjilp av den avbildningen?

. Funktionen f(t) har Fouriertransformen f(w) diir
1f@)l =0, || < 2,|f(w) = 1,2 < o] <3 |f ()] = ||, || 2 3
Fir e > 0 funktionen go(t) definieras som go(t) == 222, Bestiim funk-

e ) _T l(ga * F)(B)]2dt.

. Los, med hjilp av Fouriertransformation i z-led, begynnelseviirdeprob-
lemet

Upp = Uy —dUp +4u, t>0,—c0< T < 0 (1)
u(z,0) = f(z), f € L1, f € L (2)
u(z,t) begriinsad di t — oo (3)

. Liis problemet

Uiy 5 15 0, D<xz<l,t>0,
u(0,t) =0,ul(1,8) =1, u(z,0)==z

. a) Relation mellan egenskaperna av funktionen och dennes F-koefficienter.

b) Hur ménga grins- och begynnelsevillkor miste man stilla for olika
typer partiella differentialekvationer?

8. Hirleda differentialekvation fir Legendrepolynomer

Varje uppgift kan ge max. 8 p. Skrivningen beriknas firdigrittas fredagen,
10. september.

G.Rozenblioum

GR
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, Hjslpmedel: Beta, Standard math. tabels, typgodkind réaknedosa
MATEMATIK Telefon: Erik Broman, 0740-459022, Tobias Gebik, 0740-350646
Chalmers. tekniska hogskola 2004-01-17 kl. 8.45-13.45

TMA132 Fourieranalys F2/Kf2, 5 poéng

OBS! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsar.

1. Ett linjart tidsinvariant kausalt éystem har stegsvaret f(t) = e '0(t),
(dvs. f(t) &r utsignalen d4 insignalen &r 6()).

a) Beriikna utsignalen d& insignalen &r to(t).

b) En sinusformad insignal ger en utsignal, vars amplitud &r hélften av
insignalens. Berdkna vinkelfrekvensen.

9. Bestim det polynom P(z) av hdgst andra graden som minimerar

/ - (|z| — P(z)]? e~ da.

—0o0

3. a) Los Laplaces differentialekvation

Ugg + Uyy = 0, 0 <o <2, y >0,
U(O,y) = uz(zay) = 0) hmy—)oo u(m,y) = Oa

ot = 0, 0<z<l,

' 1, 1€24d

b) Ge nagon fysikalisk tolkning av problemet i uppgift (a).

4. Bestdm en 16sning till problemet,

Up = Uzg + Uz, —00 < x < 00, >0,
u(z,0) = 22672, —o00 <z < 00.

Ledning: Fouriertransformera i z-led.

5. Lat f vara en funktion i LY(R). Definiera F(z) = Y72 o0 f(z + 2k).
a) Visa att F' &r 2 periodisk. v
b) Hirled ett samband mellan F:s Fourierkoefficienter och f:s Fourier-

transform.

c) Bevisa (under laimpliga forutsittningar) Poissons Summationsformel:

S sk = Y fim)

k=—o0 n=-—0oo

6. Bestim temperaturen u = u(r,t) i klotet r = /2% +y* + 22 <1,da

o 1 8 a
{B—?ZV‘?u:;g-B—T(TQﬁ-), 0<r<l, t >0,

u(l,t) +ur(1,t) =0, u(r,0) = f(r), wu begrdnsad.
7. Formulera och bevisa samplingsteoremet.
8. Jn(z) #r Besselfunktion an orning n. Visa genererande funktionsfomel:

Z JalE)E" = e‘mf(z—'zl‘), Yo o4 0 Vi
=00

MA
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Hjidlpmedel: Beta, Standard math. tabels, typgodkéind riknedosa
MATEMATIK Telefon: Erik Broman, 0740459022
Chalmers tekniska hogskola 2003—-03—-08 kl. 8.45-13.45

TMA132 Fourieranalys F2/Kf2, 5 poing

OBS! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsar.

1. Bestédm det polynom P(x) av hogst andra graden som minimerar
o
/ [e™® — P(z)]’z e ® dz.
0

2. Signalen z(t), —oo < t < oo har Fouriertransformen #(w) dér

1, for |w| <1,
|Z(w)] =< 2, for 2 < |w| < 3,
0, £5.
Lat a > 0 och sitt ho(t) = Si%’t, —o0 < t < co. Bestdam funktionen
00 2
f@ = [ Jthax )0 at,

och rita dess graf.

3. Lat xq(z) = 0(x + a) — 0(x — a). Bestdm en losning till ekvationen

Ugy + CUy = Uy, —o0o <z <00, t >0,
u(z,0) = xa(), —o0 < z < 00,

dér ¢ ar en reell parameter och a > 0.

4. Bestdm den elektrostatiska potentialen i omradet utanfér tva tangerande
cylindrar med cirkuléra tvérsnitt C; : |z] < 1,0ch Cy: |2—3/2| <1/20och
med motsvarande randvéirdena Py pé |z| = 1, resp. P, pad |z —3/2| = 1/2.

5. Antag att ¢ > 0. Bestdm en 16sning (spinningen u(z,t) ldngs en elkabel
med konstant polspanning E # 0) till ekvationen

umzc%utt, t >0, O0<z<l,
u(0,t) = E, ug(1,t) +2u(l,t) =0, t >0,
u(z,0) =0, ut(z,0) =0, 0<z<l.

6. Bestdam den stationira temperaturen i cylindern z2 + 42 < a?, 0<2<b
da den buktiga ytan z? + y? = a? och "toppen™ z = b halls vid tem-
peraturen 0 medan "botten”™ z = 0 &r pa en ”platta” med tempuraturen
f(r,0) déar f(a,0) =0, for —m <6 < 7.

7. f #r 27m-periodisk och styckvis C! pa R med F-koefficienter C),. Visa att

N
> Cpe™? — %[f(o_) + f(9+)], da N — .
-N

8. Formulera och bevisa Fouriers inversionssats (obs! valfritt version).

MA



Losningar, TMA132 Fourieranalys F2/Kf2, 5 poing; 2003—03—08
1. Anvind Laguerre polynom som é&r ortogonal pa (0,00) m.a.p. viktfunktionen w(z) = ze™™.

Integralen blir minimal om P(z) = 2721:0 CRLS)(LE), dir LYY (z) = %d‘i—nn( 1+”e_“”) och C, ar

Fourierkoefficienter av e™” i basen {lel)(w)} med ||L$ll)|\2 = F(”’;!Hl) F(’::,FZ) (":!1)! =(n+1):

1 o _ 1 ©  xle® 4" _ _
Cn = /0 e “L{ (z)ze " dz = n+1/0 e ” oy d:v—"<$1+ne w)xe T dx

n+1
1 oo —T dr 1+n —T
= — — ={P.L
n!(n+1)/0 e o (:1: )dx {P.I. n ganger}
(1)
1 (e}
= CE] / rite 2 dg = {s = 22}
n

I(n+2) 1

_ 1 * 1+n_—s _
C(n+ 1)'2””/0 se = (n+1)12n+2 — gn+2

Observera att Lgl)(x) =1, Lgl) () =2 —z, och Lgl) (z) = 2(6 — 6z + ). Alltsa vi har att

1 1 1 1 1 1
Svar: P(z) = -L"(z) + =L (@) + =LV (@) = - + (2 —z) + (6 6z + 2°)
4 8 16 4 8 16
1 1 3 1 3 1, 1 (2)
- - =2 2= (221 .
AT (8+ 6)w+32$ 32( 0z + z°)
2. Funktionen h,(t) = #22¢ har Fouriertransformen
7 _ 1, |w| <a,
ha(w) = { 0, lw| > a. (3)
Vi har #(w) enligt figuren:
2|
1
3 2 1 2 3




Enligt Plancherel har vi att

< 2 1 /. . 2
f(()t):/ ‘(ha*fﬂ)(t)‘ dt:% ha(w)a:(w)‘ dw
Lpay e @)
~ 5 | o do =1 [ "o aw,
™ J_a T Jo
vilket ger
0<a<l: f(a) %foadw:%
. _1rl _ 1
1<a<2: f(a)_;foldw_%
2<a<8: flo) =1 fydot [ ddo = o
3<a<oo: fla)=1[jdo+1 [ ddw=2
Med a= /= blir grafen av f(«):
ba
al_
1 2 3
Alltsa ar
%a O<O[S1
4 1<a<?
Svar fla) = Za;7’ 1 <a<s
%a 3< a< oo



3. Vi har den tidsberoende konvektion-diffusion ekvationen:

Ugy + CUy = Uy, —o00 < x < 00, t>0,
u(z,0) = xa(z), —00 <z < 00,

dér bygynnelsedatan x,(z) har Fouriertransformen:

a ) 3
= [
—a £

Alternativ I. Med Fourier inversionsformel (i z-led) har vi:

u(z,t) = L /Oo a(€,t)e' de.

2 )
Inséttning i differentialekvationen ger att

{(—€2+z’c§)ﬂ:at, t>0, ¢€R
i

(€,0) = 2820t EER

—s (g, 1) = 2%4—62“6@%
3

.1)2
Vi har att F, ! [6_52"’] = 1 _e 4, t > 0. Faltningssatsen ger d&

Vamt
. z+a
F 2SR ) = L / e dp = {s = x\/__ﬁ} _ L/”
£ vant J q 4t s %
Med ¢ € R, och translation far vi:
sin a¢ 1 v
; 4t
Svar: u(z,t) = F, " [2—6_52’56“5’5] = — e ds.
§ vie z4ct—a
vz
Alternativ II. Satt u(z,t) = v(z + ct,t). Da fas
Vpr = Vt, —x <z < o0, t>0,
v(z,0) = xo(z), —00 <z < 00.
Samma kalkyler som ovan (med ¢ = 0) ger
(6, 1) = 220 7,
Som har invers transformen: e
1 Vit
v(z,t) = —/ " e ds
T Jz=a
VT
Alltsé vi har igen
1R
Svar:  u(z,t) = —/ e ds
Vi xz+ct—a
Vet



4. wy = 1/z avbildar det aktuella snittet D till omradet D; mellan enhetscirkeln |wq| < 1 och
cirkeln |w; —1/2| < 1/2. Sedan avbildar w = i’l"igi, D till bandet mellan reella-axeln och v = 3i.
Den sammansatta avbildningen w avbildar randerna |z| = 1 och |z — 3/2| = 1/2 pa reella-axeln: u,
respektive v = 37 i w-planet.

y vV
Z=xX+HY
wElz
P = y
/xpz P
1 2 X 1 1 vy
_ )
D
A
w +1
w=1
1-wq
3i P,
D2
Py u
Alltsé har vi féljande potential problem i w-planet:
Ay =0, for (u,v) € R x (0,3),
P(u,0) =P, ¢P(u,3) =P, for ueR

Funktionen 9(u,v) = Py + (P, — Py)% satisfierar bada differentialekvation och radndata. Sitt w; =
%1 + tv1. D& har vi

d4ur +ivy (4w +iv)) (1 —uyp +dv1) 1 —u? —v? —i20
=3 =1 =1

1 — g+ (1 —u1)? + v} O (T—w)?2 40}




Dvs potential problemet i wi-planet har 16sningen

P—-P  1-—u?—-1? 1 — (u? 4 v?)
\Il :P . = .
(w,01) = P + 3 1—u)2+v? 1+ (u?+0?)—2u

. . .. _ . _ 1 o T _ _ Z —
Vidare galler for wy = 1/z, up +ivy = T = T 2+y2, dvs u; = g V1 = 2+y2 och
u? +v? = W Alltsa 16sningen &r
1
P, —P 1= oo P,—P z?4+y*-1

Svar: ¢(z,y) = P + =P +

3 1+ 2+22+y 3 2+ y2+3

Anm: Alternativt kunde vi direkt avbilda D till bandet D5 i w-planet, genom att avbilda z = 1 pa
w=00,....

5. D4 E # 0 har vi inhomogenitet. Ansétt u(z,t) = S(z) +v(z,t) och vilj S(z) s& att den satisfierar
bada differetialekvationen och randvillkoren:

S"(z) =0, S(0)=E, S'(1)+2S(1)=0.
Vi far S(z) = E(1 — 3z). D4 har vi
u(z,t) = E(1 — ga:) + v(x,t).

Insdttning i u:s problem ger v:problemet:

vmzc%vtt, t >0, 0<z<l,
v(0,t) =0, vp(1,t) + 20(1,t) =0, t>0,
v(z,0) = E(3z — 1), wv(z,0) =0, 0<z<l.

Ansiétt v(z,t) = X (z)T(t) #0. Vi far

x" 1
X _2

"
— = .
=<0
Vi far foljande egenvirdesproblem for X (z):
X"(z) = \X(z), X(0)=0, X'(1)+2X(1)=0.

Sitt A = —a? fas X(z) = Asin az + Bcos ar. X(0) = 0,— B =0, och X'(1) +2X(1) =0 =
Aacos o+ 2Asin o = 0. Detta ar uppfyllt med A # 0 om och endast om

tana = —a/2.
Denna ekvation har odndlig manga positiva rotter a,,,

ap <ax<az<...,



som svarar mot skirningspunkter mellan kurvan y = tan«, a > 0 och linjen y = —a/2. Egenlsning
till egenvaderproblemet for X &r nu

Xn(z) = sinanz, n=123,....
Tillhorande tidsfunktioner satisfierar differentialekvationen:
T)(t) = —cQaiTn (1),

med allménna losningen
T, (t) = A, cos ayct + By, sinay,ct.

Superposition ger

o0
v(z,t) = Z [An cos ay,ct + By, sin anct] sin a, .
n=1
Villkoret v(z,0) = 0 = B,, = 0 medan
2 o
v(z,0) = E(gx -1)= ;An sinapz, 0<z <1

Egenfunkyionerna sina,z, n = 1,2,... bildar ett fullsténdigt ortogonalsystem i intervallet (0, 1) och
A, ar Fourierkoefficienter

1t 2
A, = ﬁn/o [E(ga: —1)]sinapz dz,

med normaliseringsfaktorer

1
1
Mn:/ Sin2an$dq;:...:_+
0

Déarmed (med A, enligt ovan) har vi 16sningen:

2 - .
Svar:  u(z,t) = E(1 — gx) + Z Ay, cos ap et sin g, .

n=1
6. Vi har randvéirdesproblemet:
Puplowy 18w Pu_pg  0<r<a, -7<<m 0<z<b,
u(a,8,z) =0, -7 <0<, 0<2z<bh,
u(r,0,b) =0, 0<r<a -nw<6<m,
u(r,6,0) = f(r,0), 0<r<a, -m<f<m

dér f(a,0) = 0, —7 < @ < 7. Variabelseparationen u(r,6,z) = R(r)©(0)Z(z) # 0 ger foljande
differential ekvationer for R, © och Z:

r?R"+rR — (r’X + u)R = 0,
0"+ u0 =0,
Z"+XZ = 0.



Hér &r © ekvationen 27 periodisk och har 16sningsformen:
O() = Acosnb + Bsinnd, for p=n? n=0,1,2 ...,
medan ekvationen for Z &r
Z(z) = CsinhB(b—2), for A=—-B% g>0.

Nu for varje n dr ekvationen for R en Bessels differentialekvation av ordning n. Detta, med randvillkor
(och A = —f?), ger att R &r av formen

Rn(r) = DJn(Br),
dér J, dr Bessel funktion av forsta slaget. Randvillkoret u(a,f,z) =0 = R(a) = 0. Dvs
Jn(Ba) = 0.

Darfor, for varje n, om 0 < ap1 < apa < -+ < Qp < --- dr nollstéllerna av Jy, s& r Bpm = anm/a.
Detta ger att
R, (r) = DJp(anmr/a).

Med supperposition fas
= QT apm (b — 2)
Svar: u(r,0,z) = Z Z Jn (%) (@pan €08 B + by sinnd) sinh (L>,

a
n=0m=1

d&r anm och by, dr konstanter. Slutligen genom att anvénda randvillkoren och dubbla ortogonal sys-
tem involverande bade Bessels funktioner och trigonometriska funktioner far vi fram koefficienterna:

1 a 2 ComT
Gom = 3 sinh(aomb/a)[Jl(aOm)]Q/o /0 f(T,G)Jo( a )TdeO,

for m=1,2,3,... och forn,m =1,2,3,..., fas

Onm = ma? Sinh(anmbﬁa)[t]n+l (anm)]2 foa 0271- f(r’ 0) Jn (anm,") COS(nO) " dr de,

a
bnm = 7a2 sinh(anmb/ZCL)[Jn+1(anm)]2 foa 027T f(T', 9) Jn (Ozn(;nr) Sin(n@) rdr db.

/MA



Hjalpmedel: Beta, Standard math. tabels, typgodkind riknedosa
MATEMATIK Telefon: Georgios Foufas, 0740-459022
Chalmers tekniska higskola 2003-01-18 kl. 8.45-13.45

TMA132 Fourieranalys F2/Kf2, 5 podng

OBS! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsér.

1. Bestdm det polynom P(z) av hogst andra graden som minimerar
1
/ (V1= 2 — P(z)] da.
-1

2. Bestam en losning till ekvationen
g%ﬁ‘;s%;%‘*, —b0-< BLion, T>0.
u(z,0) = e 1*l, limy_yoo u(z,t) = 0.

3. Betrakta differentialekvationen
Bhpm =0, —pora oo, =0,

Visa att om u(z,t) dr periodisk som funktion av z med perioden 2w, s&

/ u(®,0)dp=0= lu(z, t)|? dz < 5'2‘/ |lu(z, 0)|? dz, t:> 0.

- - -

4. Antag 0 < a < L och ¢ > 0. Los ekvationen

umzzlgu;t, t>0, U<.’L’<L,
u(0,t) =u(L,t) =0, t>0,
u(z,0) =0, ut(z,0) =6(z —a), 0<z<L.

5. Bestdm samtliga egenvirden och egenfunktioner till problemet

-L(rR") = AR, 0< r<a
R(r) begrinsad dar — 0, R'(a) =0.

Utveckla funktionen 72 i Fourierserie m.a.p. egenfunktionerna.

Ledning: Man kan f4 anvéindning av féljande formler:

/Jg ()edy = :;—Q[JDQ(&:) + Jlg(:c)} ; %(a:pl}'p(m)) =P ()

6. Undersdk hur avbildningen w = %5 avbildar omradet Q = {z : |z —
i| < 1, Rez > 0}. Anvind resultatet for att bestdmma en funktion

o(z,y), (z =z +iy) som &r harmonisk i 2 och har randvérdena

] = P, om|z—i|=1 x>0,
PREY) =10, om z =0, O<y<2.

Formulera och bevisa samplingsteoremet d& f € L2.

=1

: 2kt
& Vi att Lig) = Y. W%%—%LTIJ(%) satisfierar Bessels differen-

tialekvation
H

2y" + 2y’ + (22 - ¥y = 0.

MA



) ) | ._ _ - WO i n\ ..... {'. _’_ -
byl bo2oebul | ot , “ |~ vl | un [ |
Al i e LM_ ; < gl ) g ! Y _ri :
T T v AT I . Sleial
= 3 Ll _ 1A LU IS e 3 o U NI
R pHEn . | N (2} ) A F S I
8 R Exd 1] Rl s T : il
A 2 T i o 3 ¥ I e 9.._/ . B —
R Qo ¥ e R S L
o [ G By ) i il Gl : [~ e o
: //m 5 m ik M . frnr/"r. M ) o) S T * o N o .u.t
o B B . ] s R e s 4 N ™ s : ol
~ %/ = | M__."ﬁl ...rb.. o . .n..../ \ N .Hf - : |
h p!r “1 W/fr.rl .,— a ol .r—fﬂ ..“_./ om~ m i ﬂ? .ﬂ&F M )
) A Fiioh Iy \ f S e L I= ke B 3
\...z.w/ lm h”u{..n.. f ﬂJ o n u- Lo o M.J il f!llv W_..._—\ ﬂQ- -r._ -f-.cr =~
I S BRI . oL TRERE R ey ) N SR RENEILS
-~ N : (v T < - - A ;
—_.m Lﬂyﬂ .Im—_u. = : 2. P.fl......o — | F—m”.‘..&l Am_ __.e )JM ﬁ, o —J .,.rIWv [v... ; __,
. : e : i < AR
e T 3 N SELn S i i RIS L A
oL - N Id “ \ _ A G By B SIS, LI BR R {8
3 *h Do A _ L 7 o e [ [T | RS SN N el
s e w e o | 1 " T 7 N —~] : e
MRl R SRR A N 0 A Ll S ER LA T e R SO
NER LB 1 T 5 e A M N et < - =
o ] il i 4 b i - ¥la ¥ v i
n.w ./.m fNML. Bl " L_— Y n— = W AVM N.PJ _.__L ;..5 I_M . X
e _ i s N if X . o) bud 7553 P JE Ml h N
| 3N o i A = <3 ! et . \ e _/= N I 1l 0 : R
s i aR il RCERIRIEE < S . R T - RSN S
< : X B - WA i N —~ /M ~ ..r.—q nl.—.m.: & N ay i MR JT 2 : W | ' A
T T A T e e R T I ) L B N s e T
. : = Pt e B T i T L ' ‘. N T =
LR e e K KNS g bl o] P TR s b B i Sy I Wl e
NI 1 RV SRR Tl . ] B % 3 S e 7
i EI RS RO B M B S TR o5 _ | NI N R =i
T VN N : : X 5 ? = 1 = (B < b TR | e L
e S RC Ll A T o R e R R g
o 13 Lo il ATl o o Con R G Y 1 I Bhed IS b S R SRR I O e
; b ? b o E R &
: Mﬂ[l@ NG b ~ : T |k N I R o e A ™ o K $ HES
1 S s S R =l N U P TR
u!“ ; Alw- M X ~ | Phe ....Tf...l-.......l f..lHlJ...l _ J.ﬂ. : _\ ..r’U.. ; g L .-......m ¥ __dh : -._ = Dlm .....r—|4 T ...1 e
T 7 T T ] 3 T T I o 8 |} B ) : e ]
S e LR NS el 3 il . o SRS & < h i QY B S N & '/
TN | ol [ il " | F s RS i RS I R B B N BN S EE N
: ) S & o A R G = 1 =% o ) \ by A B D D
_ N e o WSHEFSS N YRR =E
TN TN
!
__..Wu _\.w L } e | VA. ] i
p _ [t | Yt




_ . N e — — =il -
T e P R x| B g N
IR~ |_ i i bl S| ™ | ,w.z Y &N v
e N & | o popens p NS | e
5 ~ = - i T
=S S ) AN M 3L R R B e 0
2 H R | B S & . 4 z ; £ =
e Pl X LY, bas M Q. £ k _ li.m H
T T gl B | R B N e M By e $I v _ o
. : s T 19 LJ ) < ) - J,.ﬁ\ M Y ..?TF_ b
S g R J 0 S
8~ 1 / : ¥ = f : = e
IRy X! i ‘u:_ _ ¢ 'y 5 v i W.L £ ......., b /m. w..A R et fay
T~ R : % | B BN 1S Y ” 0 =3 | o _h N JW nm &E ~ s lﬁr e
_ - J i =~ = ] & N = §) v ) ™ ¥ -— | .m_ K _J m s _..
31 R PR o S NG TS S e ) X | & LT Sl TEA
= _ ___L N ran ...JT T .,,/,w \! T _.... n}.& =] +J /f ..m X _.._.n_ Y g
— 1} * W 4 N ‘W) P ™ SRR -Iﬂ - E A
e CA G R SN L O R [ R BRI A R e s e O 3 - ] 5 0 D 0 O
e &a Th ) M i Ak 2 b Ll i & RN 24 .Mﬂm > 4 g S
IR b w _ ,Cnm N N SIS o O ¥R s U & = .i..awkﬂ. 9 g
i f ; N | i 5 | ! " L [ ks
I T O Y 50 1 T | O ET
— i .I.. i 7 \./ F\ I T~ } ?-.” L —-\H i . I.lu_ -A C w ./..l-
i : ! ; . _ u 3 3 . ]
RECHCE E I o 5 B SV O B
{ Bt S 1R _ .__c rp.. i N i < ﬂn_ ; e | <
i e N S Y S EEE o Y S % FTR RS TN @
fhe'd : Ho : g =% © B g ] Sk e
M : _ A I N . ; N &m}ww X X ) W At _”m [ [ !_~
8 RS T ET TR R RS R ¥ TR - 7=
b i B P B e T ~ - , - B .
RGN NSRS B 2 S L D B MR
) ¥ ¥ a8y i ™ N = = = x ] p = T
@mn : / o H pu.xf ._.___1_“_... I ¥ ...t L1 ~ )./ = _n V.ﬂ \ 0 nu_ i \ T\l._ i Tu
T PR B T T ¥ -t N ~ e N ..lul LS
o R ST i 5 B S S P 2 7
3 Y LI 0 P A B S
AR EENE RS Rl T L9 T SR . |g Gl e R E Bl B ol
gl /4 | B : ) B P A o | o | Ud ™ ~ =] ul : |
T S R _ ! i _ - : 15 Xy
i B} M P ] _“?/T.r ! J.,.. __rm» muu .._uu iy N .t ~|_
- SRSl E SRR T R BN SR R : e L il S1e
=0 3 T \EE I7 L 1] |y 3 A v it 2 fi - —i i
ol b il = i e A b e S B el i
e & PR WP Al ¥ B s |+ 150
= i ¥ i Y V ' ar
RN R 3 S |k S R ) 1% = | S =
= T D ~I RV P ") 19
— —_
0 < i
3
m
|
i oot AL = i
| Lo e




e e : : v I <0 SRl R
RN 15 R A b S o i
n,.a e e - nn_ﬁ - : n..iﬁ_ A= Mt“u N M Al c..N.J
i N P B S SIS S LS SR
e 5 L~y cin [ - e B ; Al o .mM., 7o %
: AA,». ___ ./m._ : .”_r...n. s i P —0 < .,.f\. D)
h” : : Uy _ o .f /..T.lnr =t .\lll.....t/ r... .r.h X n..l...rrb ﬁ)l
S af |, |G v o P < S
& % By : 1 ﬁ.z....._ =l S T = v _ <
I s R = g S e
; ~ . } T q < e T
pu P, T il = _W __...ﬁ n...”u ZWM Iﬁlﬁu - < X /Nn- |
BN A TS S IR BRS04 N P NEA — Klol |
N P ( = = d) P il | D
Ay 2 ~ | N Q__?- i BRI s YR <
: % o - . .J.e ) . | H " . o
R = 0 S ¥ NG e | ; w.m < &_M.. =
S P _ ES S S N s S
W[ Y | G s il S e = ¥%s
C =Q ~— _v.. ( b X
= 1 ~ | 9 3 By R _ s 3> _m. . ;
[ N . T 2y ~ 7 1
_, fl _ P S B R O T ] ﬂm W g P o |
...r) = [0 B S L 1 - ) £ —] - P x|
& .H..z d. i o N LF : .&a. f-;.w /m .l\.”_J_....I/ c < ll........ - I X .....d../
. .f.w % : i A PRI IR | T RENE o X « 4 e N o %
4, lp t _ﬂ'/wh : = ;&| nﬁldll!uf.. Py ™~ - a.ﬁn.- ORI 1 O...._f.r..l = aJu k .. H...dn
s 16 i 3 o bl —X e 1, < :
_ 1A .._w i | C NTIxs SN RS e L E. f,_JnT L -~ &
: = I o ya : S o — — : ] > L
= ~ 3 Q g |\..f ;r m 1 = fM u ,n(_n X { ™ /....m b'd
2 G 1 . .R- _ i E - uO. o O =) L.f = .ﬂa el 0 . /...I-IO
E T — T rl .u.ﬂ /vl—ﬂ ld . 1 Jrl n Iu
| DSl Mk X fw die X b i Cipe A N-HEETT R
= AN S R Tl N e e
p 4 1A 3 : B = by N L } o~ fuw R U ,W.....,._. . TR ...a__ e |l ...u‘_ u_‘
P SRS G = i B R L
. : : A R e ! 0 IR x ol i [
e B R SR N SE RN B SRR S _ bl Nl
W7 9 n 3 /m - - e | Siaw “ J Ao S 2k AL
Ve = RITE + g g AN S T QF t nE X
— = f\l /M.mt + %) N S~ q N J g .n.x_...m ( .W..fo n.__ - Q\T A ¥ 2 T A
et ..n/ o ;m rfm = r/l.d N m & = AL oMy f..J.d, .Jvn N = 137
S G g i S ) S S 4_1 &.C., Q < R By s g
o TSN e e S M S R G S N AR T LB R AR
b g - o - L= e I Al 3 -‘ZI o a._J... W.ﬂ 3 i 25V {i
A e e : g g ¢Q E J . T PR N b PR e —83 S ; X
H P i X ! i : ) X =g P < < i 3 J.fTri =) & ,
T ._....r e - Gu./. W N ™ B % ] ik .Jr: 0 m’_.,. 1.- i ..“..._ C—u |
R R 1 B N Wl T T Ty At B 1 B b e S A3 O.WL |
L Eon ........._ ..H g A 3 — M..r - 2 ~ f._m‘ ) L i o _?-..r. .ur__ = ey A
N LN IOL L NS Sy AR D T N e ] S i A e B Y I
2% (0] M P i A & 9 & T A _ i o o
NS Y] =y ] Ko Y i R Bkl oS > . M s o S RN e :
f.. A.P E = =T DM. i ~ \l : % B .a X o AN Q) = g i B i
Bty . :
=
_ R . | i )
| _ * | | {3 I



. | e o W M e et =] 3 | PR PR \_J . iler
Sl e i o 51 - | =1 L flod 2| |
5 e 3 J S I S O =
LT s e N X =i Sh S RS

N 1 "8 T a * i N i o
S e RO & e L; S PRI T
AT EDs s & s el /G L ) L,r
O B AT 3 |l o Sl i
N B S S RS aR G =
8 < R 3 ] : - | : i AT m
— 0 : . 4 sl P i A s R e o
; N\h ~ e hﬁ_ i 2 .\m _.“C.__ —\v ﬂ_.ll .r.r.. T ( fm - ..“_..r.r
< b k NE g ¢ - ] 1 | y silang 1} [}
= R H RO R i B R = Rl
{ .__r_ M‘ ¢ H R M. _._ o - -
. Sy | 2 3 T =
Jf.d dﬂ.— = :M- —P .l.-l./.. ﬂm .f- .A O.I T T AL . '__—.. f 5 ...l....../ ...H.f_...
N R L USRS R R R S il
N e AR e Ral A St ~ y u_n SN S
Xidis : 5 =2 P S i : ~ K>
e ..rn - K BN .,_. m ..” 3 1§ T et i g ./H:.... =
] W\ j g 4 Sl . MRS _—.um.u.ﬁ iy ! ﬂ\h _. m— \ t ) Tu d/. ! hm/J _L.“.r“
vl | T Peiie S Bl _ Q . P~ ot N
N G R R R RS S R i : R fml % S
Wl s R S N DA il L ' B S G
TR BRI NP RRER; ( welE SN L
—./..___W dn rm D_Ia | i LS .Jr/ . w ni ” __ “.._J-. fl |
] /1.- n 1t : 3 i Lo W S PR | A. ! il _.Z
iy EEEEAEEENEESE 3 s R L e
S CE LS D L o TR _
o Ry b R\ ] el : 4 . o m : ., _ / L M mr
= ] _ : 16 % NN il N Yy 15 S 4 . il B
R o ENGEE B SN R E SR E
i __—. | ol O N Re e v g o Yy o = T PN
[ Nl o _ . ¥ 1\ T
i b ¥ b T W AL [T BN .ﬂ 7 ; 8 + | pufns N RN
VS o . A s B EERE LS
...._d. 7, : ...9..0 7 W | & N ./.m i “ .»;w/ /_ K T—a > W : ;Ir.._do : o B
ONEGE A P T P SRR A (I &=
i N # — - =0 . 3 k D SN ! 4 -9 N ¥
o 4 : ~) S M U 5kl KL \ A N
....r. : . 3 m Y \m . 5 v : - ..f..l 18 ¥ ; l.FlIJ\ll.r\ ] i ] iy =7 i 0,.{
T ol RS Y fE BN N ERERSEE el Y a8 NW LY Nl /m
3 i ; F L o - 7 " i i
N : .. ~ = ] : . : i — R
K 2 g o [ S - N R L N x N
} 4 —H ™~ 5 ~g s . |m B J% N {
llu,"...ﬁu N Bt .m 1 .r,.K -% = \ { : N r—l. Id __.. N
e e ElEEEErT RN L8 N o T B fi B o e £
(7 YR ICERENE N | L <9
TN T
W : g
- __ .\. ; \W__
1 _.A.w_.u i A W “1,...__ 0
| | i 1 S ) R S T
e 3 o GEHOTTE i \ ,




Hjilpmedel: Beta, Standard math. tabels, typgodkéind riknedosa
MATEMATIK Telefon: Axel Malqvist, 0740-459022
Chalmers tekniska hogskola 2002-08-29 kl. 14.15-19.15

TMA132 Fourieranalys F2/Kf2, 5 poing

OBS! Ange namn, personnumimer samt linje och inskrivningsar.

1-82, <1,

1. Berikna Fouriertransformen till funktionen f(¢) = { 0 It >1

Anvind resultatet for att berskna [;° S"‘—w;’w dz.

2. Ett linjért tidsinvariant kausalt system, (obs! for impulssvaret h(t) antag
h'(0) = h(0) = 0), har tillstdndsekvationen: 3" (¢) + y(t) = z(¢).

Insignalen ér periodisk med perioden 1, och z(t) = e, da 0 < ¢t < L.
Bestédm utsignalen y(t) i form av en komplex trigonometrisk Fourierserie.

3. Betrakta Sturm-Liouville-problemet
W(z) + du(z) =0,  /(0) =u(0), u(1)=0,

i intervallet [0,1]. Hur manga egenviirden till detta problem finns i inter-
vallet —16 < A < 167

4. Los problemet

Upy — Uy — Uz = 0, Oz €m 30,
u(0,t) = u(n,t) =0, t>0,
u(z,0) = 3sinz —sin2z, wu(z,0) = 0.

5. Lids differentialekvationen

Upe — T2U = Uy, —o<z<o, t>0,
u(,0) = ™=, dér « dr en reell konstant.
Ledning: Ansitt lsningen i form av en Fourier-Hermiteserie, u(z,t) =
PR ?.—.—.0 Tn(t)hn(z).
R
6. Undersék hur avbildningen w = ‘—(114_;:1 avbildar enhetscirkeln |z| = 1
respektive cikelskivan |z| < 1. Anvind resultatet fér att bestimma den
G elektrostatiska potentialn ¢(z,y), (2 = z+iy) i enhetscirkelskivan |z| < 1
k. med randvirdena
- P, om |z| =1, z>0, y>0,
2 Aak om|z|=1, <0, ellery<0.

7. Hérled differentialekvationen fér Legendrepolynomen; dvs visa att

!
[(1-2)Py(@)| +n(n+1)Pu(z) =0.
8. Visa Fouriers inversionssats under forutsdttning att f och f tillhér LL.

MA
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Hjalpmedcl: Beta, Standard math. tabels, typgodkind réknedosa
MATEMATIK Telefon: Walter Levy, 0740-459022
Chalmers tekniska hogskola 2002-03-09 kl. 14.15-19.15

TMA132 Fourieranalys F2/Kf2, 5 poing

OBS! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsar.

1. For ett linjirt tidsinvariant system géller att insignalen «; (¢) = sign(t)e 't
ger upphov till utsignalen y; (¢) = tsign(t)e=2Y. Vad blir utsignalen y(¢),
om insignalen z(t) r 2n-periodisk z(t) = m—¢ for 0 < t < 2n? Ange y(t)
i form av en komplex trigonometrisk Fourierserie.

2. Bestim den elektrostatiska potentialen ¢(z,y) i omraddet D = {(z,y) :
0 < y < z} om potentialen p4 randen &r
_f q (z,y) € 9D, T2 + 9% > r?,
o ={ 5 Cheo mipen

S 3. Berikna faltningen (f * f)(z), —o0o < £ < 00, d&

filz) = ‘/:o e Ssin(éz)d¢, —oo <z < 0.

4. Los begynnelsevardesproblemet (c &r konstant),

wHcu=1uzg, -—-oco<zr<oo, >0,
u(z,0) =ze~*, —o00<z < o00.

5. Los Dirichlets randvirdesproblem Vu(r,6,¢) =1, 0 <a <r < b, med
rand data u(a,d) = cos, och u(b,0) = 1. (Obs! sfiriska koordinater).

6. Bestdim den stationira temperaturférdelningen i cylindern z2 + 32 <

@ a?, 0 < z < 1, da den buktiga ytan z2 +y2 = a2 och "toppen” z = 1 halls
- vid temperaturen 0 medan "botten” z = 0 ligger pA en platta med radiell
virmespridning enligt u(r,0) = r2.

R0 7. Visa att -
ST ()" =e3C-3), vz 0, Vi

n=-—0o0

8. Definiera vad som menas med derivatan av en distribution. Visa att om
g € C(*) och F ir en distribution s3 giller att:

(gF) = g¢g'F + gF".

MA




Losningar, TMA132 Fourieranalys F2/Kf2, 5 poéing; 2002-03-09

1. Vi har att

o1 (t) =sign(t)e !l = 2,(t) = %ﬁ-
] —2i . —2i(4+E2)—(—24
nl) = tsign(t)e = §u(1) = i () = GG

§
i o 44 2_9g2 _ 4—£2
= i(-20) %5z = 2are-
Detta ger overforingsfuktionen

b D) _p 4= 148 i @-e)1+e)

Ta() C@+eR -2 & (@d+ey

Komplexa Fourierserieutvecklingen av den 2m periodiska z(t) = = — ¢ ges
¢y av
z(t)=m—t~ Z (2 X

n=-—o0

dér fér n # 0, ar

; 2 .
2 — —int 2 —int
Cr = i (= e ar = & [(m -S| " - (D S ]
_— - 2x
S ) Y i P S _1[;£ -_ff]
- 2 —tn —in ' (=in)?|y | T 2r|—imn ' —in
_ 13w _ 1 _ —i
=%m=m=n n#O
Forn=0, éar

I 7o 1 (r—t)22r  1pn2 a2
- —t)dt = — =—[——-—-]=0.
0=5 ), "TOE=mTH |, THlTZ 3

et ~ ﬁ(n)eift = e A ﬁ(ﬁ)ei"t,

varfor for n # 0 giller att

z(t) = Z Cpet™t = Z —ﬂ—ze':M ~ Z —nifr,(afr.)e""‘t = y(t).
n=-—co n=—o0(n#0) n=—00(n#0)
Alltsa - ) )
—i —i(4—n°)(1+n°)
y(t) = Z —_—— OV gIne,
n=—oco(n#0) n (4 +nf)

Dvs svaret ar

= n? —4)(n®+1) ;.
y(t)= Z ( ng(ng(+4;; )em.

n=-oca(n#0)

V.g.V.




2. Avbildningen w = z*, z = z + iy avbildar D pa &vre halvplanet. Sitt

w = u + v, vi skall nu bestimma en funktion ®(u,v), som ir harmonisk
i halvplanet v > 0 och uppfyller randvillkoren

a, u<-ri
@(uﬁ 0) = /3, —rt Su< T4:
a, u>rh

Funktionen
®(u,v) = Aarg(w + r*) + Barg(w —r*) + C,

ir harmonisk i évre halvplanet, v > 0, och antar konstanta véirden pa de
tre intervallen u < —r4, —r* < u < r* och u > r* pa realaxeln. Vi viljer
argumenten sd att 0 < arg(-) < m; vi har arg(u +v) = arccot? da v > 0.
Vilj konstanterna A, B och C si att dessa virden blir ¢, S, respektive a:

Ar+Br+C= aq,
Br+C= g,
C= a

Detta ger A = ﬂ, B = —"‘—;g, C = a. Med substitutionen w = z* far

4

vi di en lésning @(z,y) till det givna problemet. D3
w = (u+iv) = (z+iy)* = (2% —y?+2izy)? = (22 —y?)2 4oy’ +4izy(z?—1?),

blir alltsd 13sningen

2 _ ,2)2 9.3 2 _,2)2 o ok
T~ —d4ryc 4+ - -4 -7
(z* —y*) YA ot T Y)" — 42y ]

a+9i—_—‘-B- [arccot
T 4zy(z? — y?) dzy(z? — 3?)

3. Vi kan skriva

fl@) = [ e Esin(¢z)de = [° e €l sin(éz) dg
= o [ —risign(¢)ekleiT de.

Detta ger att Fouriertransformen av f(z) &r
f(€) = (~mi)sign(€)e™¥l.
Da far vi
FI(f * D@IE) = (FOF = —n?e™28 = —2mze™,

som har invers Fouriertransformen

7+ @) = o




4. Vi sitter ze™% = f (z). Fouriertransformen iz-led, ger
dy = €% — P = — (€ + )i = (¢, 1) = C(£)e €+,

dar
w(€,0) = C(€) = f(¢).

Vidare &r
Fle™'] = Ve 8/ = f(¢) —z—(\/‘e €14) = iv/m(-¢/2e ¢

Detta ger att
A6, 1) = —iv/m(§/2)e™ tem I,

Med A =t + 3 giller att

3

som innebar att

o —Ag2 _ [ 4 (1 _z2pa —T _-z?/4A
(i)e F[dx(,/me )] }-[\/_2/1 ]
Med invers Fouriertransformering far vi
u(g; f;) = ﬁe‘czt 1 Z e—-:l:2/4(t+1/4)
’ 2 Van(t + 1/4) 2(t + 1/4)

vilket, efter forenkling ger

x _2t

22
— L P Ty
u(:!:, t) (4t 1)3/2 € e 4t+1

5. Eftersom data &r ¢ oberoende s dr u = u(r, #). Forst 16ser vi # oberoende
problemet for 4 ur ekvationen:

Vzﬁ("')=%, 0<a<r<b
a(a) = u(b) =0
Vi far
VZi(r) =1/r <= 54020 =1, £(r%0) = =5 +C,
=$ﬁf=%+p-’=>ﬁr)=%_g+
Randpvillkoren ger ekvationerna
C
@=0=2-%4p=0, ap=0—=2-%4ip=0




Genom att 16sa dessa ekvationer far vi D = —(a + b)/2, C = —ab/2.
Alltsé vi har

ﬁ(r)=%[r+2:—]——(a+b)] = —él;[rg—(a+b)r+ab] =%(r—a)(r—b).

Sétt v = u — 4. D& blir ekvationen fir v homogen med inhomogena
randvillkor:

V2u(r,8) =0, D<a<r<b

v(a,0) = cos(f), u(b,0)=1.
Loésningen for v kan ansittas som

oo

o(r6) =Y (Anr" + Bﬂr"‘“'l)Pn(cos 8),

n=0

Dér P, ir Legendre polynom av ordning n. Vi har att

v(a,8) =3 o, (Ana” + Bna‘"“l)Pn (cos8) = cos(f) = Py(cos )
u(b,8) =30, (Anb" + Bnb‘“‘l)Pn(cos 8) = 1 = Py(cos8).

Identifiering av koefficienter ger

n=0: { Ao+ By/a =0, Ap = —By/a,

Ao+ Bo/b=1, —Bofa+By/b=1. By(i-1)=1
Vi far att 5 b
Q
BD_—b—a’ Ao“b—a
P.s.s.
Aja+Bi/e? =1, —aBi/t® +Bifa®=1, Bi(Z-%)=1,
n=1: 2 3 ¢
A1b+Bl/b =0, A= —Bi/b 4
Vi far att 243 5
[/ a
Bi=p_s A="p_g

Fér hogre ordnings koefficienter giller
Ap =B, =0, for allan > 2.
Hirigenom far vi

b ab 1 —~a? a?b? 1
¥lnd) = (b-a B b—a;) + (b3——a.3r+ b3—a3ﬁ) o)

Slutligen u = @ 4 v ger svaret:

2

- m(r3 — b%) cos(8).

u(r,8) = 2—1;(7' —a)(r—=>b)+




6. Data oberoende av § = u = u(r, 2) satisfierar

£u—%§(a—“)+'—g;}—0 0<r<a, Dl
u(r, z), begra.nsad dd r—0, u(a, z) =0,
u(r,0) = 4[5 1)=10.

Variabelseparation: u(r, z) = R(r)Z(z) # 0, ger

LrR) "

1 AV "o T —
r(rR)Z+RZ =0= R _Z_A_

Vi far separerade differentialekvationer fér R och Z:
(I - %(TR’)‘ = AR, R(r) begrinsad dir — 0, R(a)=0,

(II) 2"=X2, 2Z(1)=0.

(I) ar siguldrt Sturm-Liouville problem med w(r) = r. Vi har A > 0. Sitt
A = %, B > 0. Ekvationen %(TR')’ + #?R = 0, #r en Bessel differetial
ekvation av ordning 0, och har allmén 18sning:

R(r) = C1Jo(Br) + C2Yy(Br). R(r) begrinsad dar =+ 0= Cy =0,
R(a) = 0= C1Jp(Ba) =0, C; # 0 tag C; = 1, virfor Jy(Ba) = 0.

Sitt Ba = appn, dir agn, n = 1,2,..., dr de positiva nollstillerna till
ekvationen Jy(z) = 0. D4 har vi egenvirdena och egenfunktioner enligt:

e (a7 (a7 2
\,s‘\t‘}?\.' B=0n= i‘t_’ An = 4672; = (%) y Rpr) = Jﬂ(ﬁn’"): n>1.

i
(II) blir d& Z! = §2Z,, som ger
Zn(z) = Apsinh B,(1 — 2) + B, cosh 8, (1 — 2)
. Med Zn(1) = Bn = 0 far vi
Zn(z) = Apsinh 8,(1 — 2).
Superposition ger

u(r,z) = ZRn (r)Zn(= ZAnJD (Bar) sinh 5 (1 - 2),

n=1
med

=]
0) =) Ansinh B Jy(Bnr) = r.
n=1
V.g.V.




Eftersom {Jy(Bpr)}aL, ar ett fullstindigt ortogonalsystem pa (0,a) med
w(r) = r. Fourierkoefficienter till 72 &r:

1 a
Ansinh = — [ 12 5o(Bar)r dr i= L,
Pn Jo P

n

Nedan riknar vi I:
e = 3J0 (Bar) d'r—_foa T3 Ru(r)dr = —5- [§'r? 4 (rR!(r)) dr
=-L SR"(T-)’ — [ 2r - rR(r) dr]
=_% @3R! (a) - (2r2Rn(r) +4 8 ar(r)dr]
= {Ba(@) = 0} = = [a®Rp(a) + 4 [ Jo(Bar) rr| = {Bar = 2}
= _I\L 3Rn(a,)+ fﬁna Jolz g,-dz] -_[ 3R! (a)+ (mJl( )) ?’a]
= _ﬁn _ SR' )+ f;a J1(Bna ] Bnd(Bna) + 3 e N ﬂna)]
= {J§(Bno) = =1 (Bna)} = 51;[ a ﬁ ﬁn]Jl(ﬁn
= (£45=4) adi (Bna).

III

w

Vidare, enligt Theorem 5.3, &r p, = % 2(Bna). Eller se nedan:

= Jo J§(Bar)rdr = [z = Bur] = 1 fﬁ"a JE(z) zdz
2 Bna Bia?
=5 (1@ + @) = a‘rﬁg T2(Baa) = L2 (Bra).

Varfor

£
i ) 1 (a2ﬁ,.,, -4

2(a’B, —4)
An h(8,) = 2
ALkl % J{(Bra) ek

)eh ) = S ey

Och svaret ar

‘ _ © 2(0'2'5" —4)  Jo(Bar) sinhﬁn(l —2z) _ Qon
o)=L T T smbB ' T

n=1

MA
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TMA132 Fourieranalys F2/Kf2, 5 poéng

OBS! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsar.

1. Bestidm det polynom P(z) av hégst andra graden som minimerar
1 2
| [a-viD-P@) an (6p)

2. Los randvirdesproblemet (c dr konstant),

cuz + uy + 2yu =10, —o0 < z <00, y >0,
u(z,0) = f(z), —00 < z < 00, (Gp)

Ledning: Fouriertransformera i z-led.

3. Utveckla f(z) i cosinusserie med perioden 2, dar

_ [ sin(z), 0<z<7/2,
Fw)= { 0, x> 7/2. (6p)

4. Los varmeledningsekvationen

Upy = Ut — 2, 0<x<l, t >0,
u(0,t) =1, uz(1,t) +u(l,t) =0, t>0, (6p)
uizw, 0)=40, 0 £'m £ 1,

5. Lat f vara en funktion i L'(R). Definiera

oQ
F(z) = Z flz + 2km). (6p)
k=—00
a) Visa att F' dr 27 periodisk.
b) Harled ett samband mellan F:s Fourierkoefficienter och fis Fourier-
transform.

¢) Bevisa (under limpliga forutsittningar) Poissons Summationsformel:

Y jekm = 3 i)

k=—oc n=—0od

6. Los Laplaces ekvation ugy + uy, = 0 1 halvecirkelskivan g2 +y? < 1,y >0,
om u = 0 pa strickan y = 0,-1 <z < 1och u = y* pa halvcirkeln
?+y?=1, y>0. (6p)

7. L&t {,}$° vara en ortonormalméngd i L?(a,b). Visa att foljande villkor
ar ekvivalenta:
a) Om < f,p, >=0, for alla n, s& dr f = 0.
b) Fér varje f € L?(a,b) ar f = Y ooy < f,9n > yn med konvergens i
norm.
) For varje f € L3(a,b) galler || = T2, < fign > % (D)

8. Visa Fouriers inversionssats, d& f och f tillhor L. (7p)
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Hjélpmedel: Beta, Standard math. tabels, typgodkiind riknedosa
MATEMATIK Telefon: Johan Hoffman, 0740-459022
Chalmers tekniska hogskola 2001-08-30 kl. 14.15-19.15

TMA132 Fourieranalys F2/Kf2, 5 poing

OBS! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsar.

1. L&t fuktionen f definieras av

2 *
f(z) = /ﬂ £5€ /(1 + £) de.

Berékna
oQ 2 o0
@ [ rarte o [ f@o@da @)
—00 —00
2. Los begynnelsevirdesproblemet

Uzy + Uy = U, z >0, 0<y <1,

u(z,0) =u(z,1) =0, >0,

u(0,y) =y — 1%, 0<y<l,

u begrinsad di z — co. (6p)

3. Funktionen f(@) &r 27-periodisk, och f(#) = |8] fér —m < 6 < 7. Utveckla
f 1 komplex Fourierserie. Bestdm sedan en 2m-periodisk 16sning till ekva-
tionen

v +2y = {. (6p)

4. Definiera for k € Z funktionen u; pad R genom ux(z) = e *% om z €
(—m,7), ug(z) = 0 annars. L&t sedan 4 (¢) vara Fouriertransformen av
ug. Berdkna

oo
> la(©)*. (6p)
k=—o0

Ledning: Uppfatta i (£) som Fourierkoefficienter av en viss funktion.

5. Los Laplaces ekvation Au =01 omradet 0 < 6 < /2, 1 < r < a (polira
koordinater i planet), med randvillkoren

u(1,0) =u(e,0) =0, 0<86<n/2,
u(r,0) =0, l<r<a,
wlr, w2} =g l<r<a. (6p)

6. En lang, rat cirkuldr cylinder &r delad pi langden i tva halvor an ledande
material isolerade frdn randen. Den ena halvan ar jordad och den an-
dra hélls vid den konstanta potentialen ®3. Bestdm potentialen.®(z,y) -
i en godtycklig punkt (z,y) inuti cylindern. Bestim de ekvipotentiala

kurvorna. (6p)
7. Visa att
i Jn(z)2™ = exp [E (z — l)} Yz, Vz#D0. (7p)
2 z bl 1
n=-—co
8. Hairled differentialekvationen fér Legendrepolynomen. (7p)

MA
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Hjilpmedel: Beta, Standard math. tabels, typgodkind riknedosa
MATEMATIK Telefon: Fredrik Nilsson, 0740-459022
Chalmers tekniska hogskola 2001-03-09 kl. 8.45-13.45

TMA132 (&ven TMA131 pa 3 poéng) Fourieranalys F2/Kf2, 5 poing

OBS! Ange namn, personnummer samt linje och inskrivningsar.

1. Bestdm ett reellt polynom P(z) av hogst andra graden sidant att inte-
gralen fil[P(:z:) — cos(nz)]? dz blir minimal.

2. Lat funktionen f definieras av f(z _[0 7‘31:'_:72 d¢. Berdkna

(a) [:Ummmm @ | #a)cos(s)ds.

—C0

3. Los, med hjilp av Fouriertransformering i z—led, begynnelsevirdesprob-
lemet:

Ut = Ugr + 2Uz + U, t>0, zeR
u(z,0) = f(z), feLl', felL,
u(z,t) begrinsad di ¢t —+ oo.

4. 4N. (fér studenter som tenterar den nya kursen TMA132)

Bestdm, m.h.a. konforma avbildningar, 16sningen till féljande stationira
virmeledningsekvation:

ﬂ(—ﬂ/z,y) = u(wlza y) =0, y >0,
u(z,0) =1, /2 <z < 7f2.

4G, (fér studenter som tenterar den gamla kursen TMA131)
Los foljande inhomogena virmeledningsekvation:

Up — Ugy = Te', O0<z<m t>0,
uz(0,t) = ug(m,t) =0, t>0,
u(z,0) = 0, <z m

5. Bestdm en begr’cinsad 16sning till ekvationen:

ut=V2u=ur,-+%ur+;1-,rugg, 0<r<l1,t>0, 0 <8< 2n,
u(1,6,t) =0, u(r,6,0) =rsinf, ¢>0.

6. Bevisa samplingssatsen: Antag f € L?, f(w) = 0 for |w| > Q, (band-
begransad signal). DA kan f Atervinnas ur den samplade signalen som
bestir av f:s virde i punkter ¢, = nr/Q; n =0,+1,%2,.... Dvs

() = Z f(m'r) sTn:ﬂ -;I?)t)

7. Bevisa Bessel’s olikhet (I): Antag att f &r 2n-periodisk, Riemanninte-
grerbar pd [—m, 7]. Cp, &r, komplexa Fourierkoefficienter till f. D& &r

Z|cn|2 | 7(8)1? de.

MA
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_z;},,;},_;;gr 74,4;?2_ (m,q 131, 3 ?oa'ni) pa Fz»/K,Pz 5’-Foqr17 ,. Zo-o{vﬁ—o'?

. ‘f) BQ.S'{',GM df 7&:{(# f&{sen.a»i PU:} av l’uﬂ?‘ ayu{rn, 7741}’4#‘ Jaa@pnl ﬂl?' -

B PR SO S

"”71‘7"’“/"‘" f I Pw ocmin] Ux bl "mmrm«_(.

[.ofb/z:i : g‘m%.7ﬂe,. Llre #rinirmal da°  Prx)= Z S x), dor

e = 2"*'f P c-a(ma‘x, ncqf,zl- P =legendre ¢J7ua—--

;gmw, pot=x, R)=L (3x%)-

: ]
! —_— -
L anmc){d = g

: !
1/ =
(o .= i’—fr‘ Ca:(fzx)cfx:f.j4')wn? = .gaar(fx)dk =
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