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1. (3p) Bestim den Mébiusavbildning w = T'(z) som uppfyller 0 = T(1),
2 = T(i) och oo = T(—1). Vilken kurva i z-planet avbildas pa reella
axeln i w-planet?

2. (3p) Utveckla funktionen

_ 1
Cz(z+ 1) (z+2)

flz)

i Laurentserie i omradet
a)0<|z|<1

byl <|z|<2

c) | z|>2.

3. (3p) Visa att

oo W E
/ e~ 2 sinwzds = e““2/2/ e 2y
0 0
for varje reellt tal w. (Ledning: Antag forst att w, R > 0 och berskna
kurvintegralen jg e"*'/2dz] dar C ar den positiv orienterade rektangeln
med horn i 0, R, R + iw och iw.)

4. (4p) Hur minga nollstillen, riknade med multiplicitet, har polynomet
p(z) = z* + 1z + i i omradet Imz > 07 Visa ocks att varje sadant
nollstille har multipliciteten ett.-

5. (4p) Den reellvirda funktionen u(z,y) 4r harmonisk och icke-negativ i
en omgivning av enhetscirkelskivan r = /27 + 3 < 1. Visa att
1—-7 1+7r

mu(o, 0) € ufz,y) < T Tu(O, 0) omr < 1.
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6. (0.5p+0.5p) Antag
az+b
T(z) = cz+d
dar ad — bc # 0. a) Berikna T7(z). b) Visa att funktionen T(2) &r
omvindbart entydig.

7. {3p} Visa att ett polynom av graden n, dér n dr ett positivt heltal, har
exakt n nollstillen, riknade med multiplicitet.

8. (4p) Funktionerna u(z,y) och v(z,y) 4r reellvirda och u, v, du/dx,
ov/Bx, dujdy och du/dy #r kontinuerliga i en omgivning till punkten
(zo,70) € R2 Vidare giller att u och v uppfyller Cauchy-Riemanns
ekvationer i punkten (zq, ). Visa att funktionen

f(2) = ulz,y) + iz, y), =3 +1y

ir deriverbar i punkten z; = zp + ip.
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LOSNINGAR
TMA252 och TMA251 (gamla kursen) Komplex matematisk analys for
F och Kf, 01-01-11

1. Bestim den Mobiusavbildning w = T(z) som uppfyller 0 = T(1), 2 = T'(7)
och oo = T(—1). Vilken kurva i z-planet avbildas pa reella axeln | w-planet?

Losning: Vi fir att
w—-02-00 z—1li+1
w—oo2-0 z+1li-1

dvs .
w z—11+1
2 z4+1li—1
Efter forenkling erhélls
11—z
w= 21 .
142z
Punkterna 1,7 och —1 pd cirkeln | z |= 1 avbildas alla pé reella axeln 1

w-planet. Alltsd avbildas cirkeln | 2 |= 1 pa reella axeln i w-planet.
SVAR: w = 2i1=%; cirkeln | z |= 1.

1—
14z

2, Utveckla funktionen

i Laurentserie i omradet,
a)0<lz|<1
b)l<jz|<2
c)|z|>2

Losning: Partialbraksuppdelning ger

f@) =57~

-
T2z z41 2242




a)Om 0 <|z|<1saar

1 o0
— _yn_n
z+1 nzﬂ( 1)
och - 1 1 1 X
_ — _1\ng-n—-1_n
z+2 21+ 2/2 ,g( "2
varfor
11 = nfag—n=2 n
flz) = 55t D (=122 = 1)2" +— SVAR
. n=0
b) Om 1 <]z |< 2 s 4r
1 1 1 &
= = — = (__1)11.2—71.—1
z-+1  z1+4z-1 n.zzﬂ
och 1 1 1 o0
= _ — _1Yro—n-1_n
z+2 21+ z/2 g( DI
Alltsd ar
> 11 =
F2) =3 (1)t 4 22 S (q)ngn2,n
n=0 2z n=0

= 2 (1T - 2o S (1) SVAR
n=l n=0
¢)Om |z |> 2 saar

1 1 1 &0
—_ - - = (_l)nz—n——l
z2+1 214 z1 nz=[)
och ) . .
—_— — —1\ytnn _—n-—1
z+2  z1+2/z rg( 1)"2
varfor
11 = nian—1 —n-1
fl) =g+ 3 (-1rEvt = 1)z

n=0

= (12" = 1)z ™! - SV AR

n==1




3. Visa att o
2 . 25 I
/ e sinwrdr = e ﬁj e= 2
0 0

for varje reellt tal w. (Ledning: Antag forst att w, R > 0 och berskna kurvin-
tegralen [.e~**/2dz, dir C 4r den positivt orienterade rektangeln med hérn
10, R, R+iw och iw.)

Losning: Antag forst att w, R > 0. Vi har att

0= / e~ 2
o
eftersom funktionen e /% 4r analytisk. Harav foljer att
R W .
0 :/0 e_mzﬂdx-i-ifu e_(R"'W)Z/Qdy
— /R e~ @+l 2g, ifw ev’/2dy
0 0

= /R e 2 dgi /w e"(RZ_yg)/ze‘iRydy—/ﬂRe_{zz"“’z)/ze‘i“’rdm—e' /w eV 2y,
0 0 0

Har giller att
] /w e“(Rz_yz)/ge_iRydy (< e~/ /w eyzﬂdy =0
0 0

da R — oo varfor

0= [ ey — [T etetzgmivegy [ erray
0 0 0

Imaginardelen av htgra ledet 4r darfor lika med 0 dvs
0o ) w
0= / e~ N2 gin wrds — / eyszzdy
0 0

vilket &r ekvivalent med pastiendet for w > 0. Eftersom sinusfunktionen ar
udda fsljer nu for w < 0 att

o oo -
/ e~/ sin wadzy = —/ e 2 sin(—wz)dr = —e"(““]z/z/‘ e¥ dy
0 0 0




0
= e_“2/2/ eV 2y = =12 /w e’ 2qy.
—w ¢

Fallet w = 0 4r trivialt.

4. Hur ménga nollstsllen, riknade med multiplicitet, har polynomet p(z) =
z* + 4z +1 i omridet Imz > 07 Visa ocksd att varje sddant nolistille har
multipliciteten ett.

Losning: Antag p > 0 och betrakta kurvan Yo = I, + C,, déir 1, 4r strickan
frdn — p till p och C, &r halvcirkelbagen pet*, —m < t < 7. Eftersom

z

)

1
p(z) =2'(1+ el pr

foljer att
Ag, argp(z) =~ 47, p stort.

Vidare gller for varje z € I, att
p(z) = u(z) + iv(z)
dér u(z) = z* och v(z) = z + 1. Speciellt foljer att

u(x) > 0 och p(z) # 0

samt B
v(z) — 0da 5 — %00,
u(z)
Alltsa ar
Ap argp(z) =~ 0 di p stort.
Eftersom

A, argp(z) = 47, p stort,

sa ger argumentprincipen att p(z) har tv& nollstallen, riknade med multi-
plicitet, i omradet Im z > 0. Om dessa nollstillen sammanfaller och vi far ett
nollstille av multipliciteten tva sa foljer att polynomet P'(z) = 42° + ¢ har
samma nollstalle. Om z*+iz+i = 0 och 42347 = 0 s4 sir 24 (~42M)z4+i=0
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dvs 2¢ = /3 och det foljer att| z |= 3714 . Men 4z°+i = O ger att | z |= 471/
och vi har fatt en motsigelse. Nollstillena i Imw > 0 &r enkla.

5. Berikna infegralen
f’” cos 2t
o (3cost+5)
L&sning: Vi har att

2 2 2it
f T__0082t L Re LS
o (3cost+ 5)? o (3cost+5)?
Lat (' vara enhetscirkeln z = €, 0 < ¢t < 27. Det, fdljer att
2it

" dt= | Z 4z
](; (3cost+5)2  Jo (3(z+1/z)/2 4+ 5)% 1z

_ i/ 2dz
T iJe (Bz+ 1)2(z +3)2

Integranden

23

&) = mr Gy

har inga poler p& C och endast en pol innanfdr C, ndmligen i punkten —1/3.
Satt w=2z+1/3. Dd ar

_ {w—-1/3)°
1) = Gt s 8/372
_(=1/3)%(1 — 3w)*(1 + (3/8)w)
B 9w?2(8/3)2
= 2—7_;;@3(1 - 9w+ ..)(1 - %ﬁ +..)
och diarmed
Res (f(z); =1/3) = 27_-164(_9 N %) D 361-364'




Allts ar ,
w413 13
o (3cost+5)2  “'736-64 288"
SVAR: %ﬂ'

5. (gamla kursen) Den reellvirda funktionen u(z,y) 4r harmonisk och icke-

negativ i en omgivning av enhetscirkelskivan r = /77 y? < 1. Visa att
11—
1+

1
:u(U,O) <ufz,y) < ] *r

Tu(O,U) omr < 1,

Losning: Satt u(z,y) = u(re?) om 7 + iy = re*. Poissons integralformel ger
for r < 1 att

@) = [ e
u =— :
V= b 1—.’27’(:05((‘9~—1f)-H‘zu6

2; 0 '

Harav foljer for r < 1 att

uey) 5 [+ j;irzu(eit)dt = o [ ulenyar
= i t:% /(;%u(e“)dt = ; j:u(o, 0)
och
H2 [t

vilket visar olikheterna i problemet.




