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iomradet 1 <| z |< 3.

2. (7p) Los ekvationen

{f(n+ —-5f(n+1)+6f(n) =1
f0)=0, f1)=1, neN.

3. (7p) Antag z,y € R och y > 0. Visa att
| cos(z + iy) [< €

och
| sin{z + 4y} |< e,

4. (7p) ﬂwgdr hur ménga nollstillen, riknade med multiplicitet, som poly-
nomet 2> — 22% + 2z — 6i har i omradet 1 <| z |< 2.

5. (7p) Berikna integralen

< 2 cosz
/ dzx.
2 14zt

6. (3p+4p) a) Bestam en Mobiusavbildning w = T(z) som a.vbildar reella
axeln pa reella axeln och imaginfira axeln pa cirkeln | w — 1i=1
b) Bestim alla sddana avbildningar.

(Reella axeln skall uppfattas som {z; z € R} U {0} och imaginira
axeln som {iy; y € R} U {c0} )




7. (5p+6p) a) Definiera e* da z 4r ett komplext tal och bevisa att

—ef =%
dz°
b) Formulera och bevisa Cauchys integralformel.

8. (7p) Funktionen g{s) ar analytisk i bela s-planet utom i dndligt manga
singuldra punkter sy, ..., s, och g(s) — 0da s — oo. Visa att funktionen

£ = 3 Res [gls)e™, o]
k=1

har Laplacetransformen g(s).
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1. Laurentutveckla funktionen

ey = —=
(2 -1)(z—3)
1omradet 1 <| z |< 3.
L&sning: Partialbriksuppdelning ger
3 L
-2 _ _3
/) z2-3 z-1
och vi far 11 11
M) == is—H1oT
Héar dr
1 =1
y ——-Zﬁizkom lz{<3
1- 3 k=0 3
och
1

Alltsa giller att

1 omrddet 1 <| z |< 3. Alternativt kan vi skriva

flz)= 3 (—§)Z’° + Z(-—g-;—k)zk om1l<|z|<3+ SVAR
k=0

k=-00
2. Los ekvationen

{ f(n+2)=5f(n+1)+6f(n) =1
f(0)=0, f(1)=1, ne N.




2

Losning: Lat F(z) beteckna z-transformen av f(nT) dar T = 1. Vi far med
hjilp av z-transformering att

Z22F(z) —z — 3zF(z) + 6F(z) = zi T
dvs
F z
Sl P T
Partialbraksuppdeining ger nu att
: IS N B 1
(z~1)(z~2)(z~3) z-1 z-2 2z-3

Alltsa &r

1 =z z 3 =z
(Z)_Ez—l_Qz—2+§z—3

och tabellen f6r z-transformen visar att

1 3n.+1
f(ﬂ) = 5 - 2ﬂ.+l -+ T, ne N ‘(—'SVAR
3. Antag z,y € R och ¥ > 0. Visa att
| cos(z + iy} |< €
och
| sin(z + 1y) |< €.
Losning: Vi har att

cos(x +1y) = %(ei(ﬁiy) 4+ gmiEtiv)) =
Lo ; 1, . :
§(e:z—y + e—:z+y)) = _2_(etze-y = e—zxey)
och triangelolikheten ger

1
| cos{z + 1) |< 5(8“‘ +e¥} <ée¥

eftersom y > 0. Detta visar den forsta olikheten i uppgiften. For att visa
den andra olikheten utnyttjas att

sin{z + ty) = cos(% - —1y)




och den olikhet vi redan visat ger att
| sin(z +1y) |<! cos(g —z -1y} |=

T
| cos(«-i +z+1iy) i< e,

4. Avgor hur manga nollstillen, riknade med multiplicitet, som polynomet
z% — 22% + 2z — 64 har i omradet | <|zl<2.

Losning: Sitt g(z) = 2z° — 222 + 22 — 6i. Pa cirkeln I z |= 1 giller att
(Gitglz) Sl z P42z 42]z2]=5 <6 Polynomet g(z) saknar
ddrfor nollstéllen pa citkeln | z j= 1. Om f (z) = 67 sa galler ocksd enligt
Roucheés sats att g(z) och f(z) har samma antal nollstillen innanfér cirkeln
| 2 |= 1. Polynomet g(z) saknar siledes nollstallen i omradet | z|< 1. Pa
cirkeln | z {= 2 giller att | -2° +g(2)|< 2] 2 P+21z|+6=18 <25 Om
f(z) = —2° s4 foljer beroende pA Rouchsés sats att g(z) och f(z) har samma
antal nollstillen innanfor cirkeln | z |= 2 dvs 5 stycken.
SVAR: 5 stycken.

5. Berskna integralen
© z2cosz i
o 14zt 7
Lo6sning: Sitt y
z e'l-z
f(z) = 1+ z4
Funktionen f(z) har enkelpoler i punkterna

2=z =T £ 201,24,

Av dessa ligger

L évre halvplanet.




Antag r > 1 och 14t C, vara den orienterade halvcirkeln
z=ret,0<t <

och 1at J, vara strickan fran —r till ». Residusatsen medfor att

/C,UJF f(2)dz = 2mi(Res [f(z), 20] + Res [f(z), 7)) =

2e:z 22 eiz T ezzg e

2 — | _ Y= —{ —
Tr?'( 433 IZ—ZQ + 423 |2—21) 2 ( zo zl )
T, s T 1 .1
?(ZQBZO + Ze l) = —ﬁe 2(COSE—SHI —2)
Vidare &r .
| /Crf(z)dz < T:_ ST = 0 da r — 0.
Hirav foljer att
o0 T 1 1 o1
= ———e” 73(C0S —= — Sin —=
j_oo flz)dz \/56 7 (cos 7 sin \/5)
och vi drar slutsatsen att ,
% 72 cos T T 1 1 1
dr = ] —— —sin —) + SVAR

6. a) Bestim en Maobiusavbildning w = T(z) som avbildar reella axeln p3
reella axeln och imagindra axeln pa cirkeln | w — £ |= 3. b) Bestim alla
sddana avbildningar. (Reella axeln skall uppfattas som {z; z € R} U {oc}
och imaginéra axeln som {iy; y € R} U {co} .)

Lésning: a) Antag T(0) = 0 och T{ce) = 1. Vilj r € R, 7 # 0,1, och
bestdim Mobiusavbilduingen T s& att T(1) = r. Detta medfor att reella axeln
avbildas pa reella axeln ty en Mabiusavbildning avbildar en linje pa en linje
eller en cirkel. Den imaginsira axeln avbildas pa en linje eller cirkel som gir
genom origo och punkten ett och som dessutom skiir reella axeln ortogonalt i
origo eftersom en Mobiusavbildning 4r konform. Detta medfér att T avbildar

imaginira axeln pd cirkeln | w — £ |= 1. Vi far nu
w—0r—1 z—-01-o0
w—1r—0 z—oc 1-0




dvs w—0r—-1 z—-0 1

w—1lr—-0 1 1-0

Efter forenkling erhalls

TZ
W= —
rz—r+1
Om vi t ex sitter r = 2 erhalls
2z
=T(z) = }
w=Tk) = 57—

b) Antingen giller att 7'(0) = 0 eller T7(0) = 1 ty punkten 7°(0) ligger bade
pd reella axeln och pa cirkeln | w — § |= 1. Antag forst T(0) = 0. Punkten
T(co) ligger bade pé cirkeln | w — 1 |= § och pa reella axeln. Alitsi ar |
T{oc) = 1. Enligt del a) har Mbiusavbildningen formen

rz
VT = o

for ett lampligt r € R, r # 0, 1.
Antag nu T(0} = 1. Som ovan foljer att T(cc) = 0. Vilj nu r € R,
r # 0,1, och bestim Mobiusavbildningen T sa att T(1) =r. Vi far

w—lr—O__ z—01-00
w—0r—1 z—cc1-0

d
Vs w—lr-O_z—O 1

w—0r—1 1 1-0
Efter nagon forenkling fas

b (z)z(l—r)z-i-r'
SVAR.: - s
w= (Z}zrz—r-i—l
eller r
w=T() = (I—-r)z+r

dirre R, r#£0,1.




