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1 Uppskattningar for kurvintegraler

Antag att

e v € Ciren C! kurva.

e f(2)eC,zeC

Da galler att

[yfdz

< max| /]

Bevis

/ fdz

Detta upprepas for varje kurvstycke.m (|| dr lingden av )

vdt‘ / GO 1 di < max] / 5] dt

< m3x|f| B

2 Cauchy-Riemanns ekvationer (NV f6r ana-
lyticitet)

Antag att
o f=u+ive A(D), dir u,v € R & D &r ett omrade.

Da giller att
ou Ov ou v

8_x_8y ay__%

Bevis

F ar analytisk och dar med komplext deriverbar = 3f'(2), tag h € R.

h,yo) — _
f/(ZO):flLiiT(l) u(xo + 7y0})L u($07y0)+iv(xo+h’y02 v(zo, Yo) _

ou Ov _of
a—x(ifojyo) + 2%(900,90) = %(ZO)



Tag nu istéllet h =1k, k € R.

/ T U($o,y0+k)—u(l’0,yo) .U(Jﬁo,yo—i-/f)—v(ﬂfo,yo) -
Jz0) _;ﬁ%{ ik o ik -

1 [/ ou Ov 10
=7 (8_y<x0’y0) + Z—(onyo)) = Z—f(zo)
Satt samman dessa likheter.

) =1/ o) =

du dv v du

or Vor "oy oy

jamfor realdelar och imaginér delar for att se likheteng

3 Cauchy-Riemanns ekvationer (TV f{or ana-
lyticitet)

Antag att
e f:D — C,D omrade
o [=u+iv dir u,v € C'(D) & uppfyller CR

Da giller

of

[ € AD) & 3= =

0

Bevis

Satt h = o 417
F har kontinuerliga partiella derivator = f(zo+h) = f(ZO)—i—%O'—l—g—gT—f—O(hZ)

. -0f _ Of of _ -0f
CR, —Za—y—%ia—y—lm

fzo+h)— f(z0) = %O’ —|—ig—£7' + O(h?) =

f(zo+h)— f(z0) Of
)= Sa) 2 )+ o

f(z0 + 1) = f(20)
h

of

X

h+ O(h?)

© lim

" C3h—0 = f'(20) = %(zo)existemr.



4 Cauchys sats

Antag att
e ~ ir en enkelt sluten (styckvis) C' € C.

e D ir ett omrade s.a. y Uinre(y) C D
o [ AD)

Da giller att

Lf(z)dz =0

Bevis

Tag nu ett omrade E C D s.a. 0F = v Da ger Green’s formel att:

/f dz—z//{——l—z—}dxdy

Eftersom f = u+ iv € A(E) uppfyller u & v CR.

:>a—+ ay %—FZ%—F a +Z8—y

af f ou . 0v Ou Ov| Ou
- Ox

5 Moreras sats
Antag att
e Domrade: f: D — C.
e f kontinuerlig i D.

o [ f(2)dz=0VT € D, T ér en triangel.

Da galler att
f e AD)

—
oy !

o, o0, ou] _
oxr  Oy|



Bevis

Antag att D &r en cirkelskiva. Tag 29,z € D

-/ flw)duw

dér jag integrerar over en linje mellan zg & 2.

Pastaende

F e A(D) & F' = f. = Moreras sats: F € A(D) = F' € A(D).

Bevis av Pastaende

z+h
F(z+h) = F(z) _ Jo fw)dw— [7 f(w)
h h
dér punkterna zg, z & z + h bildar en Triangel i D. Viket enlight antagande

3 ger. fzzo-i-h _ fZ0+fz+h

z+h
=7 / f(w)dw

-l o s

s |f(w) = £(2)] * 1| < max| f(w) = ()] 5, 0

’h’ ~ h—0

F(Z+h)—F(z)
h

Ty f kontinuerlig. Dér ~ dr en linje mellan z & z+h.g

6 Cauchys integralformel

Antag att

e D ir ett omrade.
o fc A(D)
e v enkel sluten styckvis-C! kurva med positiv orientering.

e yUinre(y) C D.



Da giller att
1) = 5 [ e

211 ), §— 2

Bevis

Lat v5 = {|¢ — z| = 0} positivt orienterad. Cauchys integralsats mellan v &

Vs ger
1 f€) f€)
Q_M/W_vaf—z B '22/5—2 27rz I d

Alltsa omradet utan singuléra punkter ger inget bidrag. Problemet har re-
duceras till att undersoka om bidraget fran den mycket lilla cirkeln runt z ar

f(z).
IS 1 f©) 1 f(2)
%ladf—f(z)‘ < ‘2—7” 5 szdg_Q_m 5 gjdf’

_ FE) - () £(6) = F(2)
Clemi ), E-z €= 2] ]'7“'6300'

<—ma
2T s {

7 Liouvilles sats

Antag att
o fir hel & bergénsad (3M : |f(z)| < MVz.)

Da giller att
f = konstant

Bevis

Ség —f(z);f(o) = g(2) = g(z) = $3¥Ta2" = YT a,z" ! dr ocksd en
potensserie. *." g hel.

9(¢)

\RC_Z

1
g(z) = {Cauchys integralformel} = / d¢
I
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1 9(¢) 1 2M
9N < S R = M T S R A
g(2) =0& f(2) = f(O)m
8 Satsen om Taylorutveckling
Antag att
e D ir ett omrade
o fe A(D)
o {|z—2| < r} CD.
Da giller att
N W f™M(z0) _ 1 f€)
f(Z) = ;an(z — Zo) ,Ap = n| = 2—7” / W(j&

|E—z0|=r

Bevis

tag 29 s.a. |z — zg| = s <.

f(z):i/ f@dg:i /f /&) de —

271 £§—z 21 — 20— (2 — 20)
j¢—z0l=r [&=20l=r
Lo (&)
270 1 =228 — 2
|€—z0|=r e
Men Ly = 5 = 2w ty fu] = R
e 1 (2 2\" € _
. f(Z) = o / f(g) 2_:0 (5 _ ZO> 5 — Zp ty likformig_konvergens
|€—z0|=" n=
1 z—2\"
S N d§ =
Z2m‘ / /) (S—ZO) ¢
n=0
|E—z0|="

8



N WL f(©)
_gan(z—zo) )y = / (§—z0)"+1d£'

|€—zo|=r
9 Satsen om Laurentutveckling
Antag att

o feA{z;r <|z— 2 < R}).(r =0 & R = oo é&r tillatet)

Da giller att

f:Zan(z—zo)", Vz e {r <|z— 2| < R}

Som aven kan skrivas som

o0

Sl = 20"+ 3 aalz — 20)" = fi(2) + 2)

0

Bevis

Tagr1 & Rysa.r<r; <|z| <R <R (z=0).

f w)d f w)
= J(z
f( ) Cauchys mtegralformel 27‘(‘ 7 /

w|=Ry |w|=r1
1 f(w) dw
fi=— P
211 1-— = w
|lw|=R1

1 12 = EZO:O (i)n

w

= 1 2" = 1
= fi(z) = 93 / f(w)wn+1dw—2anz,an—2—m

men |5| =
w

= fi+ fa

- lw|=R1 " lw|=R1
1 1
—fy=— / ) gy | L 2= <
2mi w—z —z(1=2)" 1zl |2
|lw|=r1
h=gm Y [ S =3 as o= [ s
—1
Owj=ry lw|=r1

de

wn+1

dw.



10 En analytisk funktions nollstillen

Antag att
o f:D—C.
o feA(D).
e 20€D, f(z)=0.

Da giller att
Je>0:f(z) #0Vze{0<|z— 2| <e}

Bevis
Taylorutveckla f(z) kring 2o, m > 1.

ml =

f(2) = am(z — 20)" + amy1(2 — 20)

£0
(2 = 20)" ((am +ams1(z = 20) + ...)

~

-~

o(2)

o e A{]z — 20| < e}) & p(20) = am # 0 = ¢ # 01 en omgivning till z
(kontinuitet). = f(z) = (z —20)" * ¢ i{|z — 2] <¢€}. Tag 21 : 0 <
~—~

£0
|21 — 20| <&, f(z1) = (21— 20)" (1) #0
#0 #0

= f(2)#0Vze{0<|z—2| <c}lm

11 Karakterisering av singulariteter och pol-
er

11.1 Havbara
Definiton

f(z) ar bergénsad nir z — z.

10



Riemanns sats
Antag att f € A({0 < |z — 20| < r}) & f begransad. (|f| < M).
Da kan man definiera f(zg) s.a. f € A({|z — 20| <7})
Bevis
Tag 2o = 0 siitt g(z) = 22f(2), 0 < |z| <7, g(0) =0, g€ A{0 < |z] <r})
_ 2
g'(0) = lim 9th) = 9(0) _ lim WJ(h) = lim hf(h)

" h—0 h  h—0 h h—0 ~—~
Def. |fISM

g€ A({lz] <)) & g(0) = ¢'(0) = 0

Zan v 2 "
g(z) = 22h(2), h=as+azz+ .. = h € A({|]z] <7}) (h(z) = f(2))
(2 e Al <r))m

0

11.2 Isolerade singulariteter

Definiton

() = oo

Pastaende

Om lim, ., |f(2)] = 00, Im > 0 & h € A(A(%,0)) sa. f(z) = 2=

(A(zo,7) dr en disk i zp med radie 4.) Da har f en pol av ordning m i z.

Bevis av pastaende

Antag att lim,_,,, |f(2)] = oo lat g(z 7 € A(A(z,6), § > 0.

) =75
lim, ., g(z) = 0. Riemann = g € A(A(z ,5)) g(z0) = 0. Ség g har nollstélle
av ordning m. = ¢(z) = (z — 20)"k(2), k € A(A(20,9)), k(z0) #0
1
peto H o PO ) £ 0a

11



11.3 Visentlig singularitet

Definiton

om f varken &r varken havbar eller isolerad singularitet sa ar den en vésentlig
singularitet.

Exempel

f(z) = ex daser vi att |f(z)| = 0% = oo men |f(z)] = 0~ =0z € R.

12 Beridkning av residyer

antag att

e f har en pol av ordning m i z;.

o fe A(D), D ar ett omrade.

Da giller att

H(m—l) (ZO) B

Res(f;20) = tm1 = (m — 1)

= lim (= = 20)™ (=)

z—z0 (m — 1)1 dzm—1

ommzl&f:g

Bevis

Om f har en pol av ordning m att det finns en funktion H € A({|z— 2| < r}
for ett litet r, s.a.
1 11 H()

&) = e = G i)~ o)

o0
H(z) = ch(z —2)*, |z — 2| <r=
k=0
Co Cm—1

f(z):m+”-+z_zo

+em+ Cmr1(z—20) + -+

12



Cauchys sats siger att j € Z:

1 o riri=—
2mi / (Z_ZO)dz_{o if j#—1

|z—z0|=s

Alltsa beriknas Residy enligt:

Res(f; o) / f(&
|E z|=
H(m—l)(20>
2mi Z / (€ = 20)"dE = (m—1)!
7_m€ 20|=

Vilket ocksa kan skrivas pa formen

1 dmfl

Res(f, zO) = ZILH;O (m — 1)! dzm—1 ((Z - zo)mf(z))
Och i special fallet m=1 ger att f = £ dér G(z0) =0, & G'(z) #0
L Foo F(z)  F(x)
= Res(f, 2) = zh_gl()@ - Zo)a = QE?O W T (%) g

13 Argumentprincipen

Antag att
e Y(t), a<t<b, y(a) =-(b) ar en enkelt sluten kurva.
o he A(inre(v) \ {70, .-, 2p}), 20, .., 2 ar poler.
e N ér antalet nollstéllen & P antalet poler innanfor « inkl. multipliciteter

till h.

Da giller att

1 n 1
—/ (z)dz = —A argh(z) =N—-P
m
.

13



Bevis

Ség att h har nollstélle av ordning m i zo dvs. h(z) = (z—20)™9g(2), g(z0) # 0.

W om(z—z2)" g+ (z—2)"¢  m N g
h (z — 20)™g Cz—2 g

Om istéllet h har en pol av ordning m i zy dvs. h(z) = (Zf(;o))m, g(z0) # 0.

W (z—z2) g —m(z—2)"""g  —m N g
h (z—29)"™g 22—z g
. Nollstélle av ordning m i zp = Res(%,z) = m & Pol av ordning m i
zg = Res (%, zo) = —m. Residysatsen ger nu.
1 R (2) B
ﬁ ,yh(z)dz: Z R@S(E,ZJ‘):Z‘FZ:N_P
zj€inre(y) noll  poler

For sista likheten gér vi substiutionen £ (log h(v(1))) = L (~(t))4(¢).

/ [N
o [tz = [ G000 = 10gh(:8) - o h((a)) =

L h h
= log |h(~(b)[ — log [h(y(a)| +i (arg h(7(b)) — arg h(7(a)))
—0, ty1(a)=1(b)
1 h 1
Do | pde= %AW arg h(z)m

v

14 Rouchés sats

Antag att

e ~ dr en enkel sluten kurva.

o f.ge€ A(yUinre(y)).

o [f(2) > g(2)| Vz €.

Da giller att

f och f4+g har lika manga nollstéllen innanfér ~ inkl.multiplicitet.

14



Bevis

lg| < |f| pa v = |tg| < |f| pa v t € [0,1]. Varken f eller f+tg kan ha
nollstéllen pa v, ty antag om f(z) = 0 = |f(20)] = 0 % |g(20)| eller om
f(z0) +tg(z0) = 0 = |f(20)] = |tg(z0)|- Argumentprincipen for h=f+tg ger
nu: g

1 f/ + tg/

2mi ), f+tg
dér N(t) ar antalet nollstéillen for f4+tg innan for . N(t) dr en kontinuerlig
funktion med heltals virden. = N(t) = const t € [0,1] = N(0) = N(1).
Dér N(0) &r antalet nollstéllen till f och N(1) &r antalet nollstéllen till f+g
innanfor ym.

dz = N(t)

15 Algebrans fundamentalsats

Antag att

e P(z) =polynom = 2" +a, 12" '+ ..+ a1z +ag, n>1.

Da giller att
dzp € C s.a. p(z) = 0.

Bevis

|P(2)] = |2" +a, 12"} 4o Fag) > |2 - |(ln_12n_1 Yool >
|z|=R>>1

1
> R" — a1 R" — - — Jag| > 53”

Antag att P(2) # 0 Vz. Sittf(2) = 5= = X |P(Z)] = sR" " | f(2)] < &

P(z) [z|>>
f kontinuerlig = |f| < M om |z| < Ry . f hel & bergénsad. Liouville = f
konst = P konst (grad(P)=0)m

16 Satsen om konforma avbildningar

Antag att
o fe A({|z — 20| < 1})
o f'(20) #0

15



Da giller att

F ar konform i zg.

Bevis

Lat v1 @ z1(t) a <t < b & 72 : 2(s) ¢ < s < d. vara tva godtyckligt
deriverabara kurvor s.a. zg = 21(tg) = 22(S0) och z](2o) # 0&2z5(so) # 0.

Lat nu I'y @ wi(t) = f(z1(t) a <t <b& Ty : was) = f(za(s)) ¢ < s <d.
Da f analytisk géller att

wi(to) = f'(20)21(to) # 0
wy(s0) = f'(20)25(s0) # 0
= argwy(so) — argwj (to) = arg f'(zo) + arg z;(so) — arg f'(20) — arg 21 (to) =

arg (s0) — arg 2, (fo)m.

17 Laplacetransform av derivator

Antag att
e u:R—C, ueccCh
o |u(t)™| < Me®, t>0, n>0

e Res>a

Da giller att

(Lu™) (5) = s"(Lu)(s) — s"u(0) — "2/ (0) — -+ —u"H(0)
Bevis
(L)) (s) et /0 u/(t)e *dt = [u(t)e""’t]zgo + S/o u(t)e stdt =

= —u(0) + s.Lu(s).

Pa samma sitt fas

) 6) o, [t s a5 s [ uteyre i =

= —u(0) + 5L (s) = —u/(t) — su(t) + s> Lu(s).

Genom att berdkna (Zu(k)) (s), k=1,2,3,--- ,n pa samma sitt erhalles
formeln.g
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18 z -transform av faltning

Definiton

om {a;}, {b;} &r serier av komplexa tal. Da &r {a;} = {b;} = {¢;} (faltningen)
given som:

fa) # oy} = {end, o= > b n= 0,12+
k=0

Antag att
o |aj|,|b;] < Mr}, M,ro >0, j=0,1,2,--

o {c,} = {a;}*{b;}

Da giller att
Z({en}) = Z({a;3) Z2({b;})

Bevis

Borja med att notera |c,| < MM'(n + 1)rf < M"r". Alltsa dr Z({c,})
definierad. Nu undersoker vi HL.

Z{a 2 () = (Z —) <Z b-) -y (Z b) -

j=0 k=0 k=0

* kommer fran satsen om multiplication av potensserier.g.

19 Theorem on Shifting

Antag att

e {a;} &r en serie av komplexa tal. som uppfyller |a;| < Mrg, M;ry >
0, 7=0,1,2,---.

e Att serien {b;} bestimms av b; = a;11, j =0,1,2.---.

17



Da giller att

Z({b;}) = z[Z({a;}) — ac]
mer generelt (b; = a;.n, N € N\ {0}).

N—-1
a;
Z({b}) =2 | Z({a;}) = Y ;]

i=0

Bevis
b b
mwpé%+§+§+m:
(05} as ai a2
a1+;+;+"':Z|:CLO+;+;+"'—CLO :z[Z({aj})—ao]..

Det mer generella fas genom iteration.

20 Maximumprincipen

Antag att
e D C C omrade.
e feAD)

o f#constiD

Da géller att

|f| kan inte ha lok.max i D.

Bevis

Antag motsatsen: zg € D lok.max for |f| = IR > 0s.a. [f(z0)| > |f(2)| Vz €
{lz =2 < R}. Lat nu 0 <7 < R.

mue. 1 o i
el "2 | [ G+ et <
0
1 2m » "
% ; ’f(zo-i-re )|d9§01§%?2<ﬂ‘f(20+7’e )‘

18



Om |f(zp)| &r ett lok.max

= |f(z0)| = max [f(z0+re”)|

men f &r kontinuerlig = |f(20)] = [f(20 + 1), 0 < 6 < 2m. Dar < R
ar godtyckligt = [f(z0)] = |f(2)| Vz € {|]z — 20| < R} " |f| = const pa
{]z — 20| < R} = f = const pa {|z — 20| < R)

g(2) = f(2) — const € A(D), g®(2) =0 k=0,1,2,--- = g(z) = 0 pa
D = f(z) = const pa D. Motséagelse!m.

21 Schwarz lemma

Antag att
e f e A(A) A &r enhetsskivan.

e f(0)=0& |f(2)|<1VzeA

Da giller att
|f(2)] < |z|]. Om likhet for nagot z # 0 giller att f(z) = Az, [N\ =1

Bevis
i<kl e |12 <1

CLét g(z) = L& € A(A), ty f(0) = 0. Betrakta g i {z: |2| <r}, r < 1.

z

11
lg(z)] < max|g] <max—— < —om |z| <7
Maz.prine. |z|=r |z|=r ’Z| r

Lat r - 1= |g(z)| < 1om |z| <1, dvs |f| < |z| om likhet nagonstans sa &r
g=const &f =Xz, |\ = 1m

22 Residy satsen

Antag att

e D ir ett enkelsammanhéngade omrade & 2, ..., 2, € C

e f:C — D med singuldra punkter i zp, ...2,.

19



o feAD\ {z0,..., 2n})

e 7 enkelt sluten kurva i D. v : 29,...2, & 7.

Da giller att
/f(z)dz—Zm' Z Res(f, z;)

v zi€inre(y)

Bevis

Lat v;, j =1,...,p vara sma cirklar {2z : |z — 2;| < §;} Cauchys integral sats
tillampad pa inre(y) — Uinre(v,)
j

/ f(z)dz:Oél—é/W:O

Y71~ —Vp

/ dz—z f dZ—Qﬂ'ZZReszJ
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