Tentamen i Vektorfalt och klassisk fysik for F, FFM232

Mandagen 21 oktober 2013, 8.30-12.30

Examinator: Martin Cederwall

Jour: Tobias Wenger, tel. 0730-38 14 53, besdker tentamenssalarna c:a kl. 9.30 och 11.30.

Tilldtna hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, typgodkand kalkylator, lexikon samt Olle Branders formel-
samling.

Alla svar, utom till uppgift 1, skall motiveras, inférda storheter forklaras liksom val av metoder. Lésning-
arna forvantas vara valstrukturerade och begripligt presenterade. Erhéllna svar skall i forekommande
fall analyseras m.a.p. dimension och rimlighet. Aven skisserade losningar kan ge delpoang. Skriv och
rita tydligt!

Maximal poang pa tentamen ar 60. For betyg 3 kravs 24 poang, for betyg 4 36 poang, och for betyg 5
48 poang.

Réttningsgranskning tisd. 12 november kl. 12-13, rum 06102.
Lycka till!

. Svara pa foljande tre delfragor (endast svar skall ges)!
(3 per korrekt besvarad deluppgift, 10 for alla tre.)

a) Vad ar virdet av integralen |, Sﬁ . d,S_", dér S ar en sfir med radien a och mittpunkt i origo, och
vektorfiltet F ges av F = -L T=70_ diir 77y = g(2 — 4y —32)?

In TRl

b) Vad ar vérdet av integralen fc F - dF, dir kurvan C parametriseras enligt (x,y,2) = (1+2cos67,1+

28in 67,1 +4sin127), 0 < 7 < 27, och vektorfiltet F ges av F= gﬁ;ﬂ?

¢) I tva dimensioner kan man, forutom skaldrprodukten, definiera en “kryssprodukt” av tva vektorer dar
resultatet ar en skaldr, B

axb= eijaibj .
For vilka varden pa talen «, 3,7, d galler

-,

V(@xb) = ad@(V b) + B(@x V)b +b(V x @) + 6(b V)a ?

. En yta S ges i cylindriska koordinater av ¢ = 4(§ — z), z > 0, och har normalen riktad sa att 7 - 2 > 0.
Vektorfiltet F &r det resulterande fltet fran en punktkélla ¢ i punkten (0,0, —2a) och en ytkélla med

konstant ytkélltdthet —L; pa cirkelskivan z = 0, ¢ < a. Berdkna normalytintegralen av F' &ver S.
(10 poéng)

. Ett skaldrt filt &r givet i cylindriska koordinater enligt f(#) = o2 cos2¢. Bestim, beskriv och rita
nivaytorna till f och filtlinjerna till F = —V f.
(10 poéng)



4. Visa att ett temperaturfilt

; 3/2 )
T(ﬁt):T()(tO) e~ i

dar tg ar en konstant med dimension tid, &r en losning till den homogena varmeledningsekvationen
0
— — kA |T(7,t)=0
(at ) (r7 )

pa R? for t > 0. Undersdk hur temperaturen beter sig for sma positiva tider (t < t), och ge ett explicit
uttryck for “lim;_,o+ T(7,t)”.
(10 poéng)

5. Pa en lang rak trad finns en elektrisk laddning som ar jamnt fordelad langs traden, med en laddnings-
tathet (laddning per langdenhet) A. Traden befinner sig i vacuum, men omges av en metallcylinder
pa radien R, vars symmetriaxel sammanfaller med traden. Inga andra relevanta objekt befinner sig i
nérheten. Bestdm den elektriska potentialen och det elektriska filtet for alla radier, dvs. bade innanfor
och utanfor cylindern. Bekrafta, genom att betrakta det elektriska faltets beteende vid radien R, att
cylinderns laddning per langdenhet ar —A\.

(10 poéng)

6. Maxwells ekvationer i vacuum lyder

V-E=0,
. 0B
v _—=
X +8t 0,
V-B=0,
. OF
B — — =0.
V x €Ouoat 0

Det elektromagnetiska faltet innehaller energi och rérelseméangd. Energitatheten &r
1 22 LA
€= *(80 El“+ —|B )
5 (col B + - |B]
och energistrommen (som &r proportionell mot rorelseméngdstéitheten) ges av den s.k. Poynting-vektorn
I
k=—EXxDB.
Ho

Verifiera att dessa tva uttryck &r dimensionsmaéssigt korrekta. Visa att energin for elektromagnetiska
falt 1 vacuum (alltsa i franvaro av laddning och strom) ar bevarad, dvs. att € och k uppfyller kontinu-
itetsekvationen.

(10 poéng)



Ldsningsforslag till tentamen i Vektorfalt och klassisk fysik for F, FFM232
Onsdagen 21 augusti 2013, 14.00-18.00

1. a)0
b) —127
o) 1L,1,—1,-1

2. Ytan S ar mantelytan till en kon, som &r unionen av alla raka striackor mellan spetsen i punkten (0, 0,
och punkter pa cirkeln i xy-planet med radie 2a och centrum i origo.

a
2
Ytkéllan, med total laddning ¢ &r placerad sa att flddet fran den &r symmetrisk om man vinder den upp

och ned (z — —z), och dérfér bidrager den med Z. Fér att berdkna punktkéllans bidrag ricker det att
veta vilken rymdvinkel ytan upptar. Det &r samma rymdvinkel som en sfarisk kalott som begransas av

cirkeln § = 7, varfor
27 % 1
on/dwo/dﬁsin9:27r<l—\/§> .

Integralens varde blir

3. Funktionen f kan enklast skrivas som f = 22 — 2. Nivaytorna #r hyperboliska cylindrar y = /22 — f.

Vektorfiltet ir F = 2(zz — yg). Standardrikning for faltlinjer ger vid handen att de &r hyperblerna
xy = konst., z = 2g.

Undersokningen kan ocksa goras i cylindriska koordinater.

4. Direkt insattning ger

0 N 3 5 _ .2 _3 r2 r2
aT(T,t) :T0t02 (_2t 2¢e 4kt +t 24kt26 4’”)
3 5 _ 2 3 r?
=Tht?t 2¢ 2kt | ——
ofgt "¢ ( 2 " 4kt) ’
AT Tots =30, (2
’t = t t_§ 11(7 _Tlct)
(7t) = Totg 2%t

3 3 3 7"2
=Totgt (th - (2l<:t)2>

2
= Totit ke (; - Lf}ﬁ) .

Integralen av T'(7,t) 6ver hela R® dr (47kty)3/2, oberoende av t. Samtidigt &r lim,_,o+ T(7,t) = 0 for
alla 7 # 0. Darfor ar T(7,0%) = (4rkto)3/26%(7).



5. T omradena 0 < p < a och a < g géller Laplaces ekvation for den elektrostatiska potentialen, som alltsa
har formen

¢=Alog 2 +B
Qo0
i vart och ett av omradena (salange A # 0 ar konstanten B onodig, samma sak ryms i go). Pa cylindern

skall ¢ vara konstant, och vi kan vélja den till noll. Vardet pa A for det inre omradet bestdms av narvaron
av linjekallan till —ﬁ. Potentialen skall vara kontinuerlig pa cylinderna. Hela 16sningen ar da:

6= _7273\6010g%’ 0<o<a,
0, a<op.

Det elektriska filtet E = —V¢ &r

Dess diskontinuitet vid o = R &r

(E9)+ - (Eg)f = _27T60R

Ytladdningens storlek ar ey ganger detta, vilket ger en laddning —\ per langdenhet pa cylindern.

6. For att kontrollera dimensionerna kan man t.ex. luta sig pa dimensionerna hos Lorentzkraften “F =
qE + ...

Kontrollen av kontinuitetsekvationen kan goéras genom direkt insdttning av uttrycken for téthet och
strom i den. Man anvinder da lampligen V- (E x B) =B - (Vx E) — E - (V x B).



