Tentamen i Vektorfalt och klassisk fysik for F(TM), FFM232(FFM233)
Mandagen 17 oktober 2011, 14.00-18.00, M

Examinator: Martin Cederwall

Jour: Martin Cederwall, tel. 7723181.

Tilldtna hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, typgodkand kalkylator, lexikon samt Olle Branders formel-
samling.

Alla svar, utom till uppgift 1, skall motiveras, inférda storheter forklaras liksom val av metoder. Lésning-
arna forvantas vara valstrukturerade och begripligt presenterade. Erhéllna svar skall i forekommande
fall analyseras m.a.p. dimension och rimlighet. Aven skisserade losningar kan ge delpoang. Skriv och
rita tydligt!

Maximal poang pa tentamen ar 60. For betyg 3 kravs 24 poang, for betyg 4 36 poang, och for betyg 5
48 poang. Lycka till!

. Svara pa foljande tre delfragor (endast svar skall ges)!
(3 per korrekt besvarad deluppgift, 10 for alla tre.)

a) Ange vardet av tangentlinjeintegralen ¢, F . dr, dir F = Fya(yz — 29)/(z2 + y2) och den slutna
kurvan C parametriseras enligt (z,y, z) = b(cost,sint,0), 0 <t < 27.

b) Berékna (0;;0k — 0ix0;1) M;; My, dar M;; ar elementen i matrisen

0 0
M={(0 b
c 0

o o e

¢) Ange for vilken enhetsvektor 7 riktningsderivatan av funktionen ¢(7) = C‘;Ze i riktningen 7 i punkten

(z,y,2) = (%, %,0) ar maximal. (Svaret kan ges i termer av Cartesiska eller sfiariska basvektorer i

punkten ifraga, det spelar ingen roll.)

. Vektorfiltet F ges av

- 2cosf sin @ ~ 7 — 2a%
F = Fya® — 7 —0 Fla>————— .
(") 04 < r3 r r3 > +ha |7 — 2ai|?

Berékna normalytintegralen av F 6ver en begransningsytan till en kub med sidléngden 3a och sidorna
parallella med koordinataxlarna, vars mittpunkt &r beldgen i (x,y,z) = (57“, 0,0).
(10 poéng)

. Visa att det tvadimensionella koordinatsystemet med koordinater 7, ¢, som definieras av

x = acoshTcos g

y = acoshtsinp

ar ortogonalt 1 det omrade dér det &r giltigt. Vilka kurvor i planet beskrivs av 7 = konstant resp.
¢ = konstant? Bestam systemets skalfaktorer.
(10 poéng)



4. Visa att temperaturférdelningen

4
T(7,t) = Ty sin L; exp (7’)

for ett visst virde pa konstanten 7 (vilket?) &r en 16sning till vArmeledningsekvationen i en cylin-
der med tvéarsnittsarean A och lingden L (a-koordinaten gar lings med cylindern), med Dirichlets
homogena randvillkor vid z = 0 och x = L samt Neumanns homogena randvillkor pa den 6vriga
begransningsytan. Berdkna varmeenergin i kroppen som funktion av tiden. Hur Gverensstammer tids-
beroendet med principen om energins bevarande?

(Varmeledningsekvationen lyder
oT
— — kAT =0
ot ’

dar k = &, A ar varmeledningsformagan, ¢ varmekapacitiviteten och p densiteten.)
(10 poéng)

5. Bestam den elektrostatiska potentialen mellan tva mycket langa koncentriska metallcylindrar med radier
a och b (b > a). Den inre cylindern &r jordad (potentialen &r noll) och den yttre halls vid potentialen
V. Hur stora ytladdningar ansamlas vid de tva begriansningsytorna? (Potentialen kan betraktas som
konstant for ¢ < a och ¢ > b.) Hur stor ar kapacitansen per langdenhet hos denna kondensator (kapaci-
tansen definieras som laddning genom potentialskillnad)?

(10 poéng)

6. Man vill 16sa den partiella differentialekvationen
i omradet r» < a, med Neumanns homogena randvillkor pa sfaren » = a. -y ar en konstant. Har ekvationen

nagon 16sning? Argumentera Gvertygande i fysikaliska och/eller matematiska termer. Rita gérna.
(10 poéng)
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a) —2nFya
b) —a? — 2
¢) 2(=—0)

. Dela upp faltet som F = ﬁo + }_7"1, dar F’b ar den del som innehaller konstanten Fy. En utrdkning av
V - Fy i sfiriska koordinater visar att detta &r 0, utom mojligen i origo, dar Fy ar singulért (det &r faltet
fran en punktdipol). Origo ligger dock utanfor kuben, varfor Gauss sats ger att bidraget fran F_"O till
integralen ar 0. Fy kinns igen som filtet fran en punktkilla med styrkan 47 Fja?, beligen i (2a,0,0).
Denna punktkilla ligger inne i kuben, och bidraget till integralen &r 47 Fia?, vilket alltsa #r integralens
varde.

. Koordinatsystemet kan fas fran polira koordinater, med ¢ = acosh 7. (Det galler alltsa bara i omradet
0> a,och 0 <7 < oc0.) Darfor ar 7 = ¢ L ¢, och systemet &r ortogonalt. Man har % = asinh 7, sa

h, = g—f = asinh 7 och hy, = ¢ = acosh 7. Kurvorna med konstant 7 ar cirklar med centrum i origo
och radie > a. Kurvorna med konstant ¢ &r radiella stralar fran radien a till oandligheten.

. Inséttning av temperaturfordelningen i varmeledningsekvationen ger

0 1 2
— —kA)T=|—-——-+k—= |T=
(7 -#8) 7= (-5 +433) =0,
L? cpL?

vilket ger 7 = ;=% = “55-. Det ar lampligt att kontrollera att detta har dimensionen tid. Varmeenergi-
tatheten ar € = ¢pT (plus en konstant, om man vill). Totala virmeenergin i kroppen vid tiden ¢ ar

L
2 :
E = /dVe = cpToe_%A/dx sin 7%5 = fAchToe_% .
T
1% 0

Den minskar alltsa med tiden. Det &ar helt ok, da virme kommer att fléda ut genom begrénsningsytorna
vid cylinderns éndar. (Man kan kontrollera att flodet ut &r lika med minus tidsderivatan av energin i
kroppen, men det foljer direkt av varmeledningsekvationen, som &r héirledd just fran kontinuitetsekva-
tionen.)

. Mellan cylindrarna skall potentialen uppfylla Laplaces ekvation. Det finns inget vinkelberoende i prob-
lemet, och darfor skall I16sningen vara av formen ¢ = A 4+ Blog ¢. Insdttning av randvéirdena ger

och foljaktligen ar det elektriska faltet




Ytladdningarna bestdms som €y ganger diskontinuiteten i det elektriska féltets normalkomponent (det
kan tas till 0 for ¢ < a och ¢ > b). Man far en ytladdningstathet

€0V
O(a) = —
(a) alogg
pa den inre ytan, och
Eov
opy = —
®) blog%

pa den yttre. Laddningarna per lingdenhet blir k) = —27meqV/ logg respektive k) = 2meV/ log g.
Kapacitansen per langdenhet ar da 2weq/ log g Man bor kontrollera dimensionen hos uttrycket, vilket
kanske enklast gors genom att jamfora med den forsta av Maxwells ekvationer.

6. Det avgorande hér &r att de tva punktkéllorna &r lika stora fast med motsatta tecken, sa att den totala
kéllan innanfor sfaren ar noll. Det finns inget som hindrar en 16sning, trots att inget flode kan ske genom
begransningsytan, da det som “flodar ut ur” den ena punktkéallan kan “fléda in i’ den andra...



