Tentamen i Vektorfalt och klassisk fysik for F(TM), FFM232(FFM233)
Mandagen 10 januari 2011, 14.00-18.00, M

Examinator: Martin Cederwall

Jour: Martin Cederwall, tel. 7723181.

Tilldtna hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, typgodkénd kalkylator, lexikon samt Olle Branders formel-
samling.

Alla svar, utom till uppgift 1, skall motiveras, inférda storheter férklaras liksom val av metoder. Lésning-
arna forvantas vara valstrukturerade och begripligt presenterade. Erhallna svar skall i férekommande
fall analyseras m.a.p. dimension och rimlighet. Aven skisserade I6sningar kan ge delpoang. Skriv och
rita tydligt!

Maximal poang pa tentamen ar 60. For betyg 3 kravs 24 poang, fér betyg 4 36 poang, och for betyg 5
48 poang. Lycka till!

. Svara pa foljande tre delfragor (endast svar skall ges)!
(3 per korrekt besvarad deluppgift, 10 for alla tre.)

a) Ange virdet av tangentlinjeintegralen fcﬁ dF, dir F = %(—yw,O) och den slutna kurvan C
parametriseras enligt (z,y,z) = (bcost,csint,0), 0 < ¢ < 27.

b) Matriserna X, Y och Z ges av

5 0 0 0 0 2 4 0 0
X=(1 00|, Y=|0 0 0|, Z=]0 0 O
0 0 O 0 0 O 0 7 0

Berédkna eijkflmnXilY}'7n an .

c) Ange fér vilken enhetsvektor 7 riktningsderivatan av funktionen (%) = (1 + $a° + y? + 22%)71 i
riktningen 7 i punkten 7= (1,1,1) 4r maximal.

. Kraftfiltet F ges av

_ T —y ay y—2z ax z—x
F = F — .
() 0( a 24+y?’ a +952—&—y27 a >

Berdkna det arbete som kraften utfor pa en partikel som transporteras langs kurvan C: (z,y,z) =
a(% Cos T, sin 7, % cosT) da 7 gar fran 0 till 27.
(10 poéng)

. Pa en sfar med radien a befinner sig en ytladdning o = oy 4+ 01 cos . Bestdm det elektrostatiska faltet
for alla punkter pa z-axeln. Askadliggor filtet i nagon graf.
(10 poéng)



4. Koordinaterna &, n och ¢ definieras av

95:%(52—772)7
y=4£n,
z=C.

Visa att £n(-systemet &r ett ortogonalt hogersystem. Berdkna arean av ytan £ = a > 0, 0 < 5 < 3,
0 < { <, dar «, B och v ar konstanter.
(10 poéng)

5. En kropp V halls viarmeisolerad fran omgivningen; pa randen till kroppen géller Neumanns homogena
randvillkor for temperaturen. Initialt géller T' = T} i hela kroppen. Vid tiden ¢t = 0 slas en varmekélla pa
med virmekélltitheten s = P§?(7— ), diir P ér en konstant och 7 ortvektorn for en punkt i kroppen.
Denna véarmekélla forblir sedan paslagen. Bestam vardet av fV T(7, t)dV for alla tider t > 0.
(Varmeledningsekvationen lyder cp%—f — MAT = s, dir A ar varmeledningsformagan, ¢ virmekapacitivi-
teten och p densiteten. Dessa forutsétts vara konstanta i kroppen.)

(10 poéng)

6. Schrodingerekvationen for den komplexa vagfunktionen ¥ som kvantmekaniskt beskriver en fri partikel

med massan m lyder
AL P
ot 2m Y

dar h ar Plancks konstant dividerad med 27. Vilken dispersionsrelation, dvs. relation mellan vinkel-
frekvens w och vagtal k = 27” for en plan vag leder denna ekvation till?
(10 poéng)
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c) 5 (1,2,4)

. Vektorfiltet kan skrivas
F=

Den forsta delen ar reguljar och rotationsfri. Den andra delen har rotationen %(1, 1,1), och den tredje
ar faltet fran en virveltrad ldngs z-axeln med styrka 2w Fj.

Kurvan ar en cirkel med radien a centrerad i origo. Normalvektorn till cirkelytan den begransar ar
%(—1, 0,1). Stokes sats ger att bidraget fran den forsta delen forsvinner (eftersom rotationen &r noll),
och att bidraget fran den andra delen ocksa forsvinner (eftersom dess rotation dr vinkelriit mot nor-
malvektorn). Eftersom kurvan omsluter z-axeln ett varv i positiv led ger den sista delen bidraget 27 Fya,
vilket ar det sokta arbetet.

. Man kan anvénda en Greensfunktionsmetod. Avstandet fran en punkt (0,0, z) till en punkt pa kéllan
med sfiirisk koordinat 6’ ir v/22 + a2 — 2az cos@'. P.g.a. rotationssymmetri &r E, = E, = 0 pa z-axeln.
Potentialen ges av

2m ™

0,0,2) = .
i ) V22 + a2 — 2az cos b

TEQ

Berakning av integralen ger

2 3
G.ZO'()+G,G'1’ Z>a,
€0 = { aog + =, —a<z<a;
2 3
-7 =L 2 < —a.

Derivering ger z-komponenten av det elektriska faltet. Man kan kontrollera att diskontinuiteterna pa
ytan stammer med ytladdningen.

De tva bidragen (med oo och o7) skisseras lampligen var for sig. Termerna med oy behéver inte raknas
ut sahér, utan kan skrivas ned direkt om man vill, eftersom man har sfirisk symmetri.

. Vi har 3 8_’ 8
T T
or (6r

Dessa ar dmsesidigt ortogonala. Dessutom ar 3¢ (Ze ) > 0, sa det &ar ett hogersystem. Skalfaktorerna
ar he = hy = /€2 +n?, h¢ = 1. Ytan, vars area soks, ar en koordinatyta. Den beriknas da genom

integralen
/ 52 B 52
: 5 ( ’ ) ] .

=(0,0,1).

B v B
A:/dn/dChnhC:fy/ a2+n2:...:%
0 0

0




5. Neumanns homogena randvillkor sager att nn- VI' = 0 pa randen. Varmestrommen 6ver randen ar alltsa
noll, och all varmeenergi som “skapas” i V stannar darfér kvar i V.

d or 1 A

— TV = | =—dV = — — | ATdV .

7 av / 5 av " /st + cp/ av
v v v v

Den sista integralen ger noll m.h.a. Gauss sats och randvillkoret: [ ATdV = [ 7 -VTdS = 0, varfor
14 oV

som integreras till
Pt
/ TdV =TV + —.
cp
v

. . o _ T o . . ° _ hk?
6. Om man sétter in en planvag ¢ = Aexp(i(k -7 — wt)) i ekvationen far man w = 3.



