Tentamen i Vektorfalt och klassisk fysik for F(TM), FFM232(FFM233)
Tisdagen 19 oktober 2010, 8.30-12.30, M

Examinator: Martin Cederwall

Jour: Per Salomonson, tel. 7723231.

Tilldtna hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, typgodkénd kalkylator, lexikon samt Olle Branders formel-
samling.

Alla svar, utom till uppgift 1, skall motiveras, inférda storheter férklaras liksom val av metoder. Lésning-
arna forvantas vara valstrukturerade och begripligt presenterade. Erhallna svar skall i férekommande
fall analyseras m.a.p. dimension och rimlighet. Aven skisserade I6sningar kan ge delpoang. Skriv och
rita tydligt!

Maximal poang pa tentamen ar 60. For betyg 3 kravs 24 poang, fér betyg 4 36 poang, och for betyg 5
48 poang. Lycka till!

. Svara pa foljande tre delfragor (endast svar skall ges)!
(3 per korrekt besvarad deluppgift, 10 for alla tre.)

a) Ange virdet av tangentlinjeintegralen fc F. dr, dar F= % ar givet i cylindriska koordinater och

den slutna kurvan C' parametriseras enligt (x,y, z) = (cos 3t, sin 3t, cost), 0 < t < 2.

b) En sfariskt symmetrisk, tidsberoende, temperaturférdelning i tre dimensioner &r for ¢ > 0 av formen
3/2 =2
T(r,1) =yt~

dér 7 och k ar konstanter. (Den uppfyller varmeledningsekvationen (% — kA)T = 0, men det ar inte

direkt relevant for uppgiften.) Vilket vérde skall v ha for att temperaturen for mycket sma tider (dvs.
da t — 071) skall nirma sig 63(7)?
(En eventuellt anvindbar integral &r ffooo e~ ds = NS

c) d, b och ¢ iir basvektorer i ett ortonormerat hogersystem. Berdkna €;;za:b;ck.
. Paraboliska koordinater £, n definieras av
=&,
y = %(62 —7’).
Visa att systemet &ar ortogonalt och att koordinatytorna ar parabler. Harled ett uttryck for Laplace-

operatorn pa ett skalart falt i dessa koordinater.
(10 poéng)

. Vektorfiltet F' ges i cylindriska koordinater av

Berdkna normalytintegralen av F &ver sfiren med radien a och centrum i origo.
(10 poéng)



4. T en boll r < R med varmeledningsférmaga A finns en varmekélla med konstant virmekalltdathet sg.
Utanfor bollen ar temperaturen Ty, och 6verféringen av vérmeenergi fran bollen till omgivningen model-
leras enligt ekvationen (randvillkoret) 7 - 7= «(T — 1), dér « ar en konstant och 7 &r varmestrommen,
som ges av 7 = —AVT. Varmeoverforingen per yt- och tidsenhet ut fran bollen &r alltsa proportionell
mot skillnaden mellan temperaturerna pa randen och i omgivningen, med proportionalitetskonstant a.

Vilka dimensionaliteter har sg, o och A (det gar bra att ange SI-enheter)?

Bestdm den statiska temperaturfordelningen i bollen. Kontrollera rimligheten av ditt svar, speciellt i
granserna o — 0o och A — co. Kontrollera uttryckligen att virmeeffekten ut genom ytan r = R ar lika
stor som den totala utvecklade varmeeffekten inne i bollen.

(Varmeledningsekvationen kan skrivas

oT
— —MT =35,
Py s
déar ¢ ar varmekapacitiviteten, p densiteten, A varmeledningsformagan och s varmekélltéatheten.)
(10 poéng)

5. Visa eller argumentera 6vertygande for att Poissons ekvation i ett begrinsat omrade V' med randen 0V
och Neumanns homogena randvillkor pa dV bara kan ha en 16sning om den totala kéllan i V' &ar noll. Ge
ett fysikaliskt exempel.

(10 poéng)

6. Ett elektriskt falt kan, i ett omrade utan laddningar och strémmar, skrivas

—

E(7,t) = Epi cos(k(z — ct)),

dér Ey och k &r konstanter och ¢ ljushastigheten. Vad ar vaglangden och periodtiden for denna vagrorelse?
Bestdm det magnetiska filtet (eventuella méjliga tidsoberoende delar kan séttas till noll).
(Maxwells ekvationer lyder:

v.E=2
€
. 9B
E+-"=0
VX +8t ’
V-B=0,
. 10FE
VxB--— 7.
X 2 5 toJ- )

(10 podng)
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. Eftersom 7= (z,y) ar uttryckt i de nya koordinaterna &r det lampligt att berdkna 6‘%:

Bon f-c
9 9

Vi far direkt g—’g . %:; = 0, sa systemet ar ortogonalt. Skalfaktorerna &r

he = hy = VE +112.

1 0?02
A= ——— | =—=+-—
242\ 02" o2
&-ytorna parametriseras av 7, och fas genom eliminering av £ i de definierande uttrycken fér koordina-
terna:

Dérfor fas Laplaceoperatorn som

1 x 9
Yy= 5(77 -n).
Pa samma sétt fas n-ytorna:
e o
Yy= 2 62 .

Samtliga koordinatytor &r parabler med fokus i origo.

. Vi kan anvéinda Gauss sats, men komma ihag att ta hansyn till singulara kallor i volymen. Man kdnner
direkt igen en linjekélla pa z-axeln med styrka 27 Fya. Resten av filtet har divergensen Fy/a for z > 0
och 0 for z < 0. Féltets z-komponent har ocksa en diskontinuitet vid z = 0, som indikerar en ytkélla
med ytkalltathet Fy. De inneslutna kéllorna ar

.. 3
Rymdkallan: %4”3“ : % = Z%FOGQ;

Ytkallan: wa? - Fy;
Linjekallan: 2a - 2rFya = 4w Fya?.




Totala inneslutna kéllan ar alltsa 1?77TF0a2, vilket ar integralens varde.

. Den statiska varmeledningsekvationen &ar
s

AT = e
Virmekilltithet #r effekt/volymsenhet, i Sl-enheter Wm~=2. Ur virmeledningsekvationen (t.ex.) ses
att virmeledningsformagan har samma dimension som virmekilltithet/(temperatur/lingd?), dvs en-
heten Wm K 'm?=WK'm~!. (Detta kan ocksa fas fran relationen mellan virmestromtithet, som
miits i Wm~2, och temperaturgradient, som méts i Km~!.) Konstanten o har samma dimension som
viirmestromtithet /temperatur, dvs. enheten WK ~'m~2.

Problemet ar sfariskt symmetriskt, och temperaturen kommer endast att bero pa r. Varmeledningsekvationen

(Poissons ekvation) for T'(r) dr r=2(r?T") = —so/), med 16sningen
B S0
T(r)y=A+—— =r?
) * T 6A

Den andra termen svarar mot en punktkélla i origo, sa vi sitter B = 0. For att anvanda villkoret pa
randen behover vi ocksa virmestrommen,

J=-AVT = Zri.

Insattning i randvillkoret ger %SoR = a(A—g—g\R2—T0), dvs. A =Tp+ 5%1;2 + ng“. Temperaturfordelningen
ar

2 2
T(r):To+ﬁ+SOR (1—T>.

3 6 R2

Uttrycket kan kontrolleras m.a.p. dimensionalitet. Vi noterar att skillnaden mellan temperaturen pa

randen och den i omgivningen ar ng, som — 0 da a — oo, vilket stdmmer intuitivt med att varme
o .. .. .. . .. .. . . .. 2 .
da overfors “odandligt val” over randen. Temperaturskillnaden mellan origo och randen &r S%’f vilket

— 0 da X\ — oo, vilket stdmmer med att virme da leds “odndligt bra” ut genom bollen, och i grinsen
omedelbart jadmnas ut inom bollen.

Slutligen ar den totala genererade effekten fran varmekéllan 4“53 - 80, och den som gar ut genom randen

4wR? - %2 De ér alltsa lika (forstas).

. Neumanns homogena randvillkor sager att 7 - V¢ = 0 pa randen. Gauss sats ger da att

O:fwwds?:/mdv.

oV 14

Hogerledet ar per definition — fv p, dvs. minus den totala kallan i V.

Ett fysikaliskt exempel t.ex. kan vara en strommande vatska. Om det finns kéllor, dvs. om vétska
“skapas” inne i volymen och inte férsvinner nagon annanstans, maste den licka ut genom randen, vilket
strider mot randvillkoret. Liknande exempel kan goras t.ex. i elektrostatik.

. Det clektriska filtet dr E(7,t) = Eo& cos(k(z — ct)). Vi ser direkt att den 1:a av Maxwells ekvationer
(ME) &r uppfylld (hogerledet ar 0). Om vi anvénder den 2:a ME har vi

—

a?f — _VxE-= Eokysin(k(z — ct)) .



Denna kan integreras till

B = Zjcos(k(z — ct)) + F(7),

Ey
c
dir F ar nagot tidsoberoende filt, som vi struntar i (det har inget med vagrorelsen att gora). Detta
magnetiska falt ar divergensfritt, sa den 3:e ME &r uppfylld. Man kan ocksa sitta in i den 4:e ME och

se att den ar uppfylld.

Vaglindgen ér 2% och periodtiden 2Z.



