Tentamen i Vektorfalt och klassisk fysik for F/TM, FFM232/FFM233
Tisdagen 20 oktober 2009, 8.30-12.30

Examinator: Martin Cederwall

Jour: Per Salomonson, tel. 7723231

Tilldtna hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, typgodkand kalkylator, lexikon samt Olle Branders formel-
samling.

Alla svar, utom till uppgift 1, skall motiveras, inférda storheter férklaras liksom val av metoder. Lésning-
arna forvantas vara valstrukturerade och begripligt presenterade. Erhallina svar skall i forekommande
fall analyseras m.a.p. dimension och rimlighet. Aven skisserade l6sningar kan ge delpoang. Skriv och
rita tydligt!

Maximal poang pa tentamen ar 60. For betyg 3 kravs 30 poang, for betyg 4 40 poang, och for betyg 5
50 poang, poangen fran datoruppgifterna inraknad. Lycka till!

. Svara pa foljande tre delfragor (endast svar skall ges)!
(3 per korrekt besvarad deluppgift, 10 for alla tre.)

a) Vad &r virdet av integralen | g F.dS , dar S ar begransningsytan till kuben med sidléngden 4 och

mittpunkt i origo, vars kanter ar parallella med koordinataxlarna, och vektorféltet F ges av F= ‘Tf:;f‘g?

b) A;; &r en antisymmetrisk tensor. Berdkna vektorn v; = €;;5€jim €xnp Aim Anp-

¢) Bestam konstanten a sa att funktionen

z
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narmar sig en deltafunktion d(z) da e — 0 (a kan eventuellt bero pa ).

. Schrédingerekvationen for vagfunktionen W som beskriver en fri partikel med massan m lyder

0w

dar A ar Plancks konstant dividerad med 2. Vilken dispersionsrelation, dvs. relation mellan vinkel-
frekvens w och vagtal k = QT’T for en plan vag leder denna ekvation till?
(10 poéng)

. Beriikna ytintegralen |, g F.dS , dar F ir vektorfiltet

Tz + yy
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och S #r den del av ellipsoiden 22 +y2 4+ 222 = 4 som har z > 0 och och normalen riktad s& att 7 - 2 > 0.
(10 poéng)



4. T tva dimensioner, bestdm potentialen fran en homogen linjekélla med linjekéalltdthet oy pa y-axeln
mellan y = —a och y = a. Kontrollera att din 16sning uppfyller att x-komponenten av vektorfaltet
F = —V ¢ ar diskontinuerlig enligt:
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(10 poéng)

5. Lat V vara en begridnsad volym (dvs. OV &r en sluten yta) som innehaller punkten 7 = @. Betrakta Pois-
sons ekvation A¢(F) = —¢d?(F— @) med Neumanns homogena randvillkor pa V. Visa eller argumentera
overtygande for att det inte finns nagon l6sning. Ge nagot exempel pa fysikalisk tolkning av ekvationen
och randvillkoret som visar det orimliga i fragestallningen.

(10 poéng)

6. Bestdm hastighetsféltet for stationart potentialfléde runt en odndligt lang cylinder med radien R och
z-axeln som symmetriaxel, da hastighetsfaltet langt fran cylindern &r @ = uoZ.
(10 poéng)

En primitiv funktion som kan vara anvandbar:

t
/10g(t2 + c2)dt = tlog(t* + ¢*) — 2t + 2carctan - .
c
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. Om man sétter in en planvag ¢ = Aexp(i(k -7 — wt)) i ekvationen far man w = 3.

. Faltet ar singuldrt pa z-axeln, dér det har en linjekalltdthet —27. Om vi sluter ytan med cirkelskivan
S1, 22+ 4% =4, z=0 med normalen nedat, kan vi anvianda Gauss sats. Kalla den stkta integralen I . Vi
far I + fsl F-dS = fv V - FdV. Ytintegralen 6ver S7 ger noll direkt. Divergensen av filtet ar V - F =

1 —2762(p), sa volymintegralen av den forsta termen ger volymen, som &r %%” -2-2-1/2, och den andra

ger linjekilltitheten ganger den inneslutna lingden, dvs. —2m - /2. Alltsa &r I = % —2V21 = @

. Vi kan anviinda Greensfunktionsmetoden. I tva dimensioner &r G(7, 7)) = —5 log|F — 7| (+ nagon
konstant, eventuellt). Potentialen blir
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o(z,y) 27T/dyo log /22 + (y — yo) in / dz log(2” + z7)
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dér vi har bytt integrationsvariabel till z = yo — y. Med hjélp av [log(t? + ¢?)dt = tlog(t* + ¢?) — 2t +
2carctan % far man

a—y
o(z,y) = % {z log(2? + x%) — 2z + 2z arctan 3}
47 Tdz=—a—y
= —Z—; ((y —a)log((y —a)® +2%) — (y + a) log((y + a)® + %) + 4a
— 2z arctan y—a + 2z arctan vt a) .
x x

Den konstanta termen ar irrelevant. Det ar battre av dimensionsskal att skriva termerna
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och sldnga konstanta termer, sa att
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Alla termer utom de med arctan &r kontinuerligt deriverbara néra linjekallan. Nar x — 0 gar argumentet
for arctan mot 4oc. lim,_, + o arctanr = Fsign (r). Sa nédra x = 0 ger de termerna bidrag till potentialen

oox oolz|

Zesign (x)(sign (y — a) — sign (y + a)). Detta ar —% for |y| < a och noll annars, vilket ger ratt
diskontinuitet i F.

. T.ex.: Det finns en punktkilla i volymen. Da maste (Gauss sats) [;,(—V) - dS = ¢. Men det strider
mot randvillkoret V¢ - @ = 0. Fysikalisk tolkning (t.ex.): Det strommar ut inkompressibel vétska ur
punktkéllan. Vart skall den ta vagen? Om randvillkoret férbjuder den att ga ut genom randen finns det
ingenstans den kan floda.

. Hela problemet ar tvadimensionellt, sa vi betraktar tvadimensionell potentialstromning runt en cirkel.

—

Hastighetsféltet &r @ = —V¢ dar A¢ = 0. Langt fran cirkeln &r 4 = wupZ och alltsa ¢ = —ugr =
—ugp cos a. Med en ansats ¢ = f(p) cos « fas (m.h.a. uttrycket for Laplaceoperatorn i poléra koordinater)
A¢ = (o7 (of") — 07 %) cosa = 0. Ansatsen f(p) = coP leder till p> — 1 =0, p = 41. Vi har alltsa

o= <Ag+ E) cosa.
0

Villkoret i odndligheten ger A = —ug. Pa randen ¢ = R géller Neumanns randvillkor g—‘g = 0, som ger

R2
¢ = —ugp (g—l— ?) cos «,

B = —ugR?. Alltsa ir potentialen

och hastighetsfaltet blir
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