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Uppgift 1.

a) Betrakta ett egenvérdesproblem Az = Az, A € R™", A € C, x € C". Visa att om A
dr symmetrisk sa ér egenvérdena reella. (4p)

b) Visa allmént for A € R"*", ej nodviandigtvis symmetrisk, att om egenvirdena &r reella
sa kan egenvektorerna viljas reella. (2p)

c) Betrakta ett generaliserat egenvirdesproblem Ax = ABz. Anta att A och B dr sym-
metriska och positivt definita n x n-matriser. Anvind en Cholesky-faktorisering B = LL"
for att visa att problemet kan skrivas som ett vanligt symmetriskt egenvérdesproblem
Ay = Ay med transformerade A och y. (3p)

d) Anta att potensmetoden anvénds for att 16sa problemet i ¢)-uppgiften och att Cholesky-
faktoriseringen redan &r gjord. Hur mycket mer arbete per iteration behovs for det gener-
aliserade egenvirdesproblemet jamfort med det vanliga problemet i a)-uppgiften. Vi antar
att n &r stort och att alla element i matriserna &r icke-nollor. (3p)

Uppgift 2.

a) Bestam en ortogonalbas for P[0, 1] (médngden av polynom av grad < 2) med avseende
pa skaldrprodukten < f, g >= fol f(t)g(t) dt. (3p)

b) Bestdm biista approximationen i P[0,1] av f = t3 med avseende pa skalirprodukten

< fog>= [, f(t)g(t) dt (3p)



Uppgift 3.

a) Visa att losningen till minsta-kvadrat-problemet min,|| Az — blls, A € R™ "™, m > n,
kan skrivas # = VX 1UTD, dir A = U, S, ViT &r kompakt SVD-faktorisering av A. (3p)
b) Om A inte har full rang sa &r 16sningen i a)-uppgiften inte unik. Visa att 16sningen

enligt a)-uppgiften &r den 16sning som har minsta norm, dvs som minimerar ||z||s. (4p)

Uppgift 4.

a) Los foljande system av differentialekvationer med diagonaliseringsmetoden
2y (t) = —dx1(t) + x2(¢) z1(0) = —1
(1) = —3r,() 0(0)=1 . (4p)

xh(t) = x1(t) + zo(t) — 223(t) x3(0) =1
b) Ange for vilka steglingder h som foljande tre metoder dr stabila fér problemet i a)-
uppgiften: Euler framat, Euler bakat och trapetsmetoden. (2p)
c) Vilj steglingd h = 1 och rikna fram en approximation till 16sningen y(1) till problemet
i a)-uppgiften med Fulers bakatmetod. (3p)

Uppgift 5.

a) Definiera vad som menas med ett flyttalssystem. (2p)

b) Ge exempel pa ett flyttalssystem med basen 10 och bestdm UFL ("under flow limit”)
och OFL ("over flow limit”) for systemet. (2p)

c¢) Vad menas med gradual underflow? Ge ett par exempel pa tal som representerar gradual
underflow i ditt system i b)-uppgiften. (2p)

Uppgift 6.
a) Gor en iteration med Newtons metod med start i origo pa problemet:
T3+ 223 — 23 =0
r1+25=0 . (3p)
1+ To+ T3 = 1
b) Hérled Gauss-Newtons metod for att 16sa icke-linjdra minsta-kvadrat-problem. (3p)

Uppgift 7.

a) Bestdm en kvadratisk spline s, med nod i x = 1, som interpolerar f(z) = z* i punkterna
x =0, z =1, x =2 och som uppfyller randvillkoret s'(2) = f'(2). (4p).

b) Bestdm en approximation till f02 s(z) dr med trapetsformeln, déar s &r splinen i a)-
uppgiften. Vélj steglingd h = 1. (2p)

Uppgift 8.

a) Definiera linjesokningsproblemet i samband med en sokmetod for att losa optimer-
ingsproblem i flera variabler utan bivillkor. (2p)

b) Ange tva metoder for linjesokning som inte kraver att derivator beriknas. (2p)

c) Betrakta problemet att minimera f(z1,x3) = 2} + 25 — 1 + x5. Lds problemet approx-
imativt med en iteration i Steepest Descent-metoden, med start i zg = [1/2,—1/2]7 och
med linjesokning med sekantmetoden. Gor en iteration utgaende fran cg =0 och oy =11
sekantmetoden. (4p)
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la) Az = Az, x € C",\ € C. Multiplicera fran vinster med #1 och vi far

(1) 27 Az = M2z

Hir ér vinsterledet en skalir: o = 27 Az = (37 Ax)T = 2TATz = 2T Az = 27 Az = a =
a = zT Az reell. Vidare dr i (1) 27z en reell skaldr och dirmed &r A reellt ty det ér kvoten
mellan tva reella tal.

1b) Av = Xv, v € C", X\ € R. Lat v = x + iy for reella z och y. Da géller A(z + iy) =
Az + iy) och identifikation av real och imaginérdelar ger Ax = Ax och Ay = Ay och
eftersom inte bade x och y kan vara nollvektorn sa duger minst en av dem som egenvektor.
1c) Problemet blir Az = A\LLTz & AL™TLTy = ALLTx & L7'AL Ty = \y & Ay =
Ay, dir A = L'ALT och y = LT2. A & symmetrisk: AT = (L-T)TAT(L-HT =
LYATL-T = A eftersom AT = A.

1d) Visentliga arbetet dr matris x vektor, Az kostar 2n? flops medan L' AL~y dessutom
innebir 16sning av tva triangulira system, vilket kostar n? flops vardera. Totalt blir det
alltsa ungefar dubbelt sa dyrt per iteration.

2a) Vi ortogonaliserar standardbasen {1,¢,*} med hjalp av Gram-Schmidts process:

by =1, bgzt—<t1>1 l by =t 2_<t2,1> <t2t—1> (t__)_tQ ——(t—l):t2—t—|—%.

<1,1> <Ll> <t— 1t 1

2b) Losningen &r f=ciby + caby + 03b3, dir {b;}?_, #r basen i a)- uppglften
<fl> _ 1 <ft-i> 40 _ 9 .= <ft2—t+ > . 120
<L1> 4 <t—Ti-1> T - 37T erleuorls T

! ) 10° s
f=}1+1%(t—§)+g(t2—t+%).

c = Ccy = = %, vilket ger

Hgles

1

)

3a) Vi ska alltsa hitta bésta approximation till b i Col(A), som vi betecknar b = A#. Fran
SVD-faktoriseringen har vi att Col(A) = Col(U,), eftersom ¥, och V; ér "reguljéra”. Vidare
ir kolonnerna i U; ortonormala, sa de utgér en ON-bas for Col(A). Med & = VX 1UTb
far vi, eftersom kolonnerna i V; ér ortonormala, Az = U, %, V& = U,ULb, dvs b= A% &r
bésta approximation till b i C'ol(A), enligt projektionsformeln med en ON-bas.

3b) En full SVD-faktorisering av A &r A = UXVT, diar V = [V} V,]. Eftersom V &r
ortogonal sa foljer fran kompakta SVD:n att AV, = U1, VIV, = 0 dvs kolonnerna i V5 &r
bas for Nul(A). En allmén 16sning dr £+ h didr h € Nul(A), dvs h = Vay, for nagon vektor

n

yo. Nu foljer for y; = L 1UTb och y = y } att [|Z + b3 = ||Viyr + Vel = [[Vy||3 =
9

lyl13 = |ly1ll3 + [|ly2l|3, som minimeras f6r y, = 0 dvs for h = 0. Alltsa har # minsta mojliga
norm.
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4a) Problemet ar pa matrisform 2’ = Az, dar A = 0 —3 0 |. Egenvirden och
1 1 =2
egenvektorer berdknas. Egenvirdena &r Ay = —4, Ay = —3, \3 = —2.

Motsvarande egenvektorer fas genom losning av resp. homogent ekvationssystem
(A — X\I)v; = 0 och blir: v; = (=2,0,1)T, vy = (—1,—1,2)T och v3 = (0,0,1)7.
Losningsformeln &r sedan

-2 —1 0
x = creMtuy + cee’tuy + ety = crem 0| +ee3 | =1 | +c3e72 |0
1 2 1

Koefficienterna ¢y, ¢s och c3 bestams fran begynnelsevillkoren genom ekvationssystemet
-2 -1 0 1 -1

0 -1 0 co | = 1 |, med l6sning ¢; =1, co = —1, c3 = 2.
1 2 1 3 1
—2 -1 0
Losningen blir alltsa x = e~ 0| —e3t| =1 | +272|0
1 2 1

4b) Eulers framatmetod &r stabil om Ah € S,VA dér S dr metodens stabilitetsomrade
{z € C;]1 + 2| < 1}. Detta ger villkoret —4h > —2, dvs h < 3. BEuler bakéat och
trapetsmetoden dr A-stabila dvs stabila for alla val av h.

4c) Eulers bakatmetod ser ut sa hir: yp1 = yp+hAyk,1 som kan skrivas (I —hA)yxi1 = Y.

5 -1 0
yy fas alltsa fran 16sningen av ett ekvationssystem med matris I — hA = 0 4 0
-1 -1 3
-9
och hégerled yo = [—1,1, 1]7 med 16sning y; = g5 | 15
22

5a) Kvadruppeln (3, p, L, U) definierar tal pa formen z = m - 3¢, dar

m = £do.dydy...dy_1, 0<d; <3, 0<dy<f, 1<|m|<f, L<e<U.

5b) Ta exempelvis (10, 5, —9, 9). "underlow”-gréins &r minsta positiva tal i ett flyttalssys-
tem = BL = 1079, "overflow’-grins ir storsta positiva tal = 3V+(1—37P) = 10'°(1-1072).
5c¢) "Gradual underflow” representeras av alla tal mellan 0 och "underflow”-gréns dvs mellan
0 och 107, Exempel pa sadana tal dr 0.9 - 107 och 10710,

6a) Viska l6sa f(r) =0dir f =< xy + a3 :
I1+£L'2+I3—1

201 4xre —1
Jacobianen blir J = 1 322 0
1 1 1
0 0 00 -1
Vi far X = 0 s foz 0 y JOZ 1 0 0 s X1:X0—J0\f0
0 -1 11 1



00 —1 0 0
Ekvationssystem Joso = fo< | 1 0 0 |[s9= 0 Sso=| —1
11 1 -1 0
0
X1 =Xg—So= | 1
0

6b) Problemet &r: min,| f(z)|2, dar f : R* — R™ med m > n.

Linjarisering med Taylor kring en approximation zy: f(z) ~ f(xg) + J(xk)(x — xp).

En linjar modell av vart problem &r alltsa: ming || f(zg) + J(xg)(x — zx)]|2-

Detta &r ett linjart minsta kvadrat-problem for obekant x, 16sningen blir var nya approxi-
mation z,, 1. En iteration med metoden kan alltsa formuleras:

Tyl = T + di, dér di &r 16sning till Gverbestdmda linjara ekvationssystemet

J(x)dy = — f(xy), som alltsa ska losas i minsta-kvadratmening.

7a) Splinen har tva delar: s;, 0 < & < 1 och sy, 1 < x < 2. Vi borjar med att
ansitta sy = 16 + a(z — 2) + b(z — 2)?, eftersom vi har flest villkor i * = 2. Vi har vid
ansatsen utnyttjat att s(2) = f(2) = 16. Derivering ger s, = a + 2b(xz — 2) och villkoret
s'(2) = f'(2) = 32 ger a = 32. Vidare ger interpolationsvillkoret so(1) = f(1) = 1 att
b = 17. Vi har alltsd sy = 16 + 32(x — 2) + 17(z — 2)? med s}, = 32 + 34(z — 2) och

sh(1) = —2.

For s; gor vi nu ansatsen s; = 1+ c(xz — 1) + d(z — 1), sa att villkoret s;(1) = 1 &r
uppfyllt genom ansatsen. Vi har s| = ¢+ 2d(z — 1) och splinevillkoret s} (1) = s5(1) = —
ger ¢ = —2. Slutligen ger interpolationsvillkoret s;(0) = f(0) = 0 att d = —3, dvs

s1=1-2(x—1)—3(x—1)2

7b) Trapetsformeln med h = 1 ger approximationen (vi behover inte gora a)-uppgiften):
J7s(x)dr ~ T =1L f(0) + f(1) + 3 £(2)] = 9.

8a) Sokmetod: xyy1 = xp + apdy, dir oy fas som 16sning till linjesokningsproblemet:

minaeR f(l‘k + Ozdk)
8b) Gyllene snittet och polynomapproximation.

. 3%%—1 i 61’1 O i % . —le . le
SC)Vf_|:2x2+1:|7H_|:O 2:|7x0_|:_% 7Vf0_ 0 7d0_ 0|

Linjesokning: mingerf(zr + ady), med sekantmetoden och oy =0, a3 = 1:

V f(zo+a1do)T do(a1—ap) —1_ %(1) _ 11 _ 4

Q2 = 01~ T ta1do)Tdo—% f(zoTaode)Tdo T = 1l-5 =% Iterationen blir:
1 1

7
:E1=£l?0+1i5d0:{_51}%-%{6}:{_30;}
2




