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Uppgift 1.
11 2
. | -1 10
Lat A = 11 9
-1 10

a) Bestdm rangen Rank(A). (2p)

b) Bestdm de singuldra vérdena till A. (3p)

c) Betrakta approximationerna Ay till A, diar Ay &r den trunkerade SVD-summan av A
med k termer i summan. Hur stort blir felet ||A — A;||o respektive ||A — As|2? (2p)

Uppgift 2.

Betrakta Householdermatrisen H = [ —2uu’, dir u € R™ iir en vektor med norm ||ul|y = 1.
a) Visa att H dr ortogonal. (2p)

b) Visa att H &r en spegling i ett plan ortogonalt mot u. (2p)

c) Utfor forsta steget i en kompakt QR-faktorisering med Householdertransformation av

0 —1
matrisen é ; . (4p)
3 4

d) Visa att alla egenvirden till H har beloppet lika med 1. (2p)



Uppgift 3.

Lat T : CY(R) — C(R) vara definierad av T(f) = hf + (gf)" (derivering), dir h € C(R)
och g € C*(R) dr tva fixa givna funktioner.

a) Visa att T &r linjar. (2p)

b) Lat h(t) =t och g(t) = t? och betrakta T : P, — P,,1, diir P, ir rummet av polynom
av grad < n. Bestdm matrisen for avbildningen T i standardbaserna for P, och P,.1. (3p)
c) Lat n = 2. Visa att {1, t — 1, t*+ 1} &r bas for P, och {1, t — 1, t*+1, >+ t*} &r bas
for P3 och bestdm matrisen for avbildningen i b)-uppgiften i dessa baser. (4p)

Uppgift 4.
a) Los foljande system av differentialekvationer med diagonaliseringsmetoden

{L'll(t) = —l‘l(t) + l‘g(t) + Zﬁg(t) 1‘1(0) =2

xh(t) = —baa(t) + x3(¢) x9(0) = =3 . (4p)

xh(t) = 2xq(t) — das(t) x3(0) = =3
b) Vi vill gora ett steg med Eulers bakatmetod och steglingd h = 0.1 fran z(0) pa prob-
lemet i a)-uppgiften. Skriv explicit (med alla tal angivna) upp det ekvationssystem som
ska losas for att fa approximationen efter steget. Systemet behover inte 16sas. (3p)

Uppgift 5.

a) Definiera vad som menas med ett flyttalssystem. (2p).

b) Definiera begreppen underflow och overflow i ett flyttalssystem. (2p)

c¢) Definiera avrundningsenheten p och visa att relativa felet vid avrundning till ett flyttal
dr begrénsat av p. (3p)

Uppgift 6.

Betrakta foljande system av icke-linjara ekvationer:
22+ 229 — 13 = —1
3 — a2 —2r, =1 .

2 _

Z3 +To — T3 = 1
a)Gor en iteration med Newtons metod utgaende fran startapproximation (¥ = (0 0 0)7.
(4p)
b) Efter k iterationer har du en approximation z*). Ange hur du skulle géra for att fa en
feluppskattning for approximationen z*) till 16sningen x*. (3p)



Uppgift 7.

a) Definiera vad som menas med en tillaten riktning och vad som menas med en descent-
riktning vid optimering med bivillkor. Ge exempel pa en tillaten descentriktning. (3p).
b) Betrakta ett icke-linjért optimeringsproblem i flera variabler med flera likhetsbivillkor.
Formulera Lagranges multiplikatormetod for problemet och skriv upp det icke-linjéra ekva-
tionssystem som metoden leder till. (3p)

Uppgift 8. Betrakta prediktor/korrektorparet Eulers framatmetod som prediktor och
Trapetsmetoden som korrektor for att 16sa begynnelseviardesproblem for system av ordinéra
differentialekvationer.

a) Anta att man gor en fixpunktsiteration i korrektorn. Skriv upp den explicita metod
man da far. (3p)

b) Bestdm approximationsordning fér metoden i a-uppgiften. (2p)

c¢) Bestdm stabilitetsomradet for metoden i a-uppgiften. (2p)
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la) Att rangen &r lika med 2 foljer av att tva singuldra vérden &r skilda fran 0 enligt
16sningen av b)-uppgiften.

=~ = O
O =~ &~

4
1b) De singuldra virdena &r roten ur egenviirdena till matrisen ATA = | 0
4

Egenvirdena fas fran 16sningen av den karakteristiska ekvationen:
(4—=X)((4—=X)(8—=X)—32) =0, med losningar \; =4, Ay =0, A3 =12.

De singuliira virdena till A blir alltsa (i storleksordning) oy = V12, 0y =2, o3 = 0.
1c) Enligt teorin for trunkerad SVD géller ||A — A;||a = 02 = 2 och ||A — As||2 = 03 = 0.

2a) H' = (I —2uu™)" = 1" = 2(u”)"(u?) = I — 2uu” = H. Vidare &r H'H = HH =
(I —2uu™)(I —2uu®) = I — 2uu™ — 2uu” + du(uu)u’ = 1.

2b) For en godtycklig vektor z blir Hz = z — 2u'zu = x — au, for skaldren o = u’z.
Eftersom H &r ortogonal géller att x och Hx har samma ldngd, alltsa &r Hx = x — au
spegling av x i plan med u som normal.

) 0 ) 5)
o 7 R T
2c) Lat o = ol “ 1ol = 0 =u=z5l 4 | Den andra kolonnen
0 3 -3 -3
-1 -1 5! 4
. 1o 2 2 —4 —2 . .
blir da H 5| = 5 | 2(—25) 325 ol = 3 och forsta steget 1 QR-
4 4 -3 1
5 4
. . . (2) 0 _2
faktoriseringen ar klar: A¥) = 0 3
0 1
2d) For egenvirde A och egenvektor v giller Hv = Av. Det foljer att ||Hv||z = |A|||v]|2 och
eftersom H &r ortogonal, enligt a)-uppgiften, sa ar ||Hv||s = ||v||2 och dédrmed géller att

A = 1.

3a) T'(fi+ f2) = h(fi + f2) + (g(fi + f2)) = h(f1 + f2) + (g fr + g9f2)
=hfi+hfo+(9fi) + (9fe) = hfi+ (9f1) +hfa+ (gf2) = T(f1) + T(f2)
T(cf) = hicf) + (g(cf)) = c(hf) + clgf) = I(f).



3b) Standardbasen for P, ir B = {b; = t"'}7%!. Avbildningen pa baselementen blir
T(bl) =t4+ 2t = 3b2, T(bg) = t2 + 3t2 = 4b3, T(bn) =t"+ (TL + 1)tn = (n + 2)bn+1.
Matrisen blir

00 0 .. 0
300 .. 0
Tls=|0 4 0 .. 0

0O 0 0 ... n+3
3c) Den nya basen for Py dr C = {1, t — 1, t> 4+ 1, 3 + t*}. Overforingsmatrisen till bas

1 -1 10
0 1 00 - oo L)

B=Pg_¢c= o o0 11l Denna matris dr reguljér sa basen C dr ok! (Den nya basen
0 0 01

for P, &r da ocksa ok!)
For avbildningens matris i dessa baser berdknar vi T'(¢;) = T(1) = 3t = 3ca+ 3¢y, T(c2) =
T(t—1)=4t> =3t = 4cg — 3cy — Tcy, T(ez) = T(#2 +1) = 5t3 + 3t = 5y — Heg + 3¢ + 8¢y

3 =7 8
. e 3 -3 3
Matrisen blir da [T]¢ = 0 4 -5
0 0 5
-1 1 1
4a) Problemet &r pa matrisform 2’ = Az, dir A = 0 =5 1 |. Egenvérden
0o 2 -4
och egenvektorer berdknas. Egenvéirdena &r A\; = —1 samt egenvirdena till matrisen
{ _25 _14},soméir)\2:—6, Az = —3.

Motsvarande egenvektorer fas genom losning av resp. homogent ekvationssystem
(A — X\I)v; = 0 och blir: v; = (1,0,0)T, vy = (0,1,—1)7 och vz = (3, -2, —4)7.

Losningsformeln &r sedan

1 0 3
r = creMtuy + cpeMtuy + czeMtog = cret | 0 | + cge O 1| +cge 3| =2
0 —1 —4

Koefficienterna ¢y, c¢s och c3 bestdams fran begynnelsevillkoren genom ekvationssystemet
1 0 3 C1 2

0 1 -2 co | = | —3 |, med l6sning ¢; = —1, ¢ = —1, c3=1.
0 -1 —4 C3 -3
1 0 3
Losningen blir alltsa x = —e ™t | 0 | —e | 1 | +e3 | =2
0 —1 —4



4b) Eulers bakatmetod ser ut sa har: yg11 = yx+hAyg1 som kan skrivas (I—hA)yxi1 = Y.

1.1 —0.1 —0.1
y1 fas alltsa fran 16sningen av ett ekvationssystem med matris I-hA=| 0 1.5 —0.1
0 —-02 14

och hogerled yo = [2, —3, —3|T.

5a) Kvadruppeln (3, p, L, U) definierar tal pa formen x = m - §¢, dar
m:ido.dldg...dp_l, 0< dz <ﬁ, 0< do <ﬁ, 1< |m| <ﬁ, L<e<U.

5b) "underlow”-grins dr minsta positiva tal i ett flyttalssystem = 3%, “overflow”-grins &r
stérsta positiva tal = gUVTL(1 — 37P).

5c¢) Avrundningsenheten #r p = 0.58'7P. For beviset har vi x = m - 3¢, 1 < |m| < 8.
Flyttalet blir fi(x) = m, - 3¢, dir m, dr avrundat till p siffror dvs |m, — m| < 0.55'77.
Det foljer att | fl(x) — z| < 0.56'7P3¢ och for det relativa felet far vi |ﬂ(?_$| < 05875

05ﬂl*p - |mlﬁe
058177 () 531-p,

Iml

22 4 2wy — a3+ 1
6a) Viska losa f(x) =0déir f =< 23— 23— 22 +1 .
$§+l‘2—$3—1

211 2 —1
Jacobianen blir J = | 323 —2 —2z, 0
0 1 215—1
0 1 0o 2 -1
Vifarxo= |0 |, fo= 1L |, o=|-20 0 |, xi=x%x0—J\Jo
0 -1 0 1 -1
0 2 -1 -1 0.5
Ekvationssystem Joso = —fo< | =2 0 0 |[sg=| -1 | &so=| —2
0 1 -1 1 -3
0.5
X=X+ So=| —2
-3

6b) Den metodoberoende feluppskattningen lyder: ||dx| < ||J(2)7'f(2)]]. I praktiken
innebir det att vi far 16sa ekvationssystemet J()s = f(2) med & = 2® och ta |s|| som
(approximativ) felgrians.



Ta) Lat optimeringsproblemet vara

min f(z) daz e X,

dar X &r det tillatna omradet.

s ar en tillaten riktning i x om x + as € X for 0 < a < 9; for nagot d;.

s ar en descentriktning i x om f(z + as) < f(z) for 0 < a < do f6r nagot ds.
Om z ligger i det inre av X sd ir s en tilliten decsentriktning om V f(z)Ts < 0.

7b) Vi har problemet min f(z) da g(z) = 0 med f : R* — R och g : R* — R™.
Lagranges metod #r att soka extrempunkt till L(z, \) = f(z) + ATg(z) dir A € R™ é&r
Lagrangemultiplikatorerna. Vi far ekvationssystemet:
VL)) =0 { V(@) + S AiVgi(e) = 0
g(x) =0
8a) Trapetsmetoden &r: yp1 = Y + 2[f (te, Ya) + [ (tes1, Yot1)]
Med en fixpunktsiteration fran Eulers framatmetod blir metoden:
Yr1 = Yk + 21 ey ) + f (besrs e + hf (b i)

8b) Metoden pa testproblemet ' = Ay blir

Yer1 = Yr + 2k + Myp + hAgi)] = ye(1+ b+ 225,

Formeln stimmer till tre termer med exakta l6sningens tillvixtfaktor e = 1+h)\+¥+...
och metoden &r da av ordning 2.

8c) Stabilitetsomradet &r de z = hA som ger begriansade 16sningar.
2

Fran b)-uppgiften ger detta: {z € C;[1 + 2z + 5| < 1}



