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LYCKA TILL!
Uppgift 1.
1 10
. -1 11
Lat A = 111
-1 10

a) Bestdm rangen Rank(A). (2p)

b) Gor en LU-faktorisering (utan pivotering) av A. (2p)

c) Bestdm de singuldra virdena till A. (2p)

d) Bestam konditionstalet i 2-norm till A med hjélp av de singuldra virdena. (2p).

Uppgift 2.

a) Definiera normen av en matris utgaende fran en vektornorm. (2p)

b) Ge en formel for 2-normen av en matris. (1p)

c) Visa att 2-normen av en vektor &r invariant under ortogonal transformation dvs visa
att ||Qx||2 = ||z]|2 for 2 € R™ och @Q € R™™ ortogonal matris. (2p)

d) Visa att alla egenvirden till en reell ortogonal matris har beloppet lika med 1. (2p)



Uppgift 3.

Lat avbildningen T : P, — Py, diar P, d&r rummet av polynom av grad < n, vara definierad
av T'(p(t)) = tp(t) + *p(2).

a) Visa att T &r linjar. (2p)

b) Bestdm matrisen for avbildningen i standardbaserna for P, och Py. (2p)

c) Visaatt B={1, 1+¢, 1+t+t*} dr basi P,. (2p)

d) Bestdm matrisen for avbildningen i basen B (fran c-uppgiften) for P, och standardbasen
for P,. (2p)

Uppgift 4.

a) lat Q(r) = 2T Az, med A € R™" symmetrisk, vara en kvadratisk form. Visa att
Amin < x;;‘f < Anaz, dar A, och A, ar minsta och storsta egenvérde till A. Visa att
granserna antas med likhet da x dr egenvektor horande till A, respektive A\paz. (3p)
b) Betrakta den kvadratiska formen Q(x) = 2% + 323 + 222 — 127 23.

Karakterisera den kvadratiska formen.

Bestdm storsta och minsta viarde pa Q(z) da ||z|ls = 1. Bestdm alla vektorer u med
|ul|l2 = 1 sadana att @Q(u) blir maximal resp. minimal. (4p)
Uppgift 5.

a) Betrakta ett minsta-kvadrat-problem min,| Az — b||o, dar A € R™*™, m > n, har full
rang och b € R™, x € R". Visa med hjalp av normalekvationerna att losningen till prob-
lemet ges av systemet Rx = QTb, dir A = QR #r en QR-faktorisering av A. (3p)

b) Vid icke-linjér minsta-kvadrat kan Gauss-Newtons metod anvéndas. Hérled den meto-
den. (3p)

c) Anta att du vill anpassa parametrarna «, (3 och v i modellen ¥ (t) = o + €% + sin(~yt)
till matdata enligt tabellen:

t
v

0 1 2 3
0 1 2 2

4
3

Ange explicit det ekvationssystem som ska losas i varje iteration i Gauss-Newtons metod.
(3p)

Uppgift 6.

Betrakta foljande tabell 6ver funktionsvéirden av en funktion f(t) i fem punkter:

t|10 1 2 3 4
-1 0 0 1 2

a) Bestdm en approximation till f04 f(t) dt med trapetsformeln. (2p)
b) Bestdm interpolationspolynomet genom de fem punkterna. (3p)



Uppgift 7.
Betrakta optimeringsproblemet i tva variabler utan bivillkor: min x% + 2x 25 + 223 — 317.

a) Los problemet genom iteration med Newtons metod fran zy = [ 8 } (2p)

b) Gor en iteration med Steepest Descent metoden fran xy = [ } och exakt linjesokning.

(3p)
c) Ge exempel pa ett linjért programmeringsproblem (LP-problem) som kommer fran en
relevant tillimpning. Formulera LP-problemet matematiskt. (2p)

Uppgift 8.

Betrakta prediktor/korrektorparet Eulers framatmetod som prediktor och Eulers bakat-
metod som korrektor for att 16sa begynnelseviardesproblem for system av ordinéra differ-
entialekvationer.

a) Anta att man gor tva fixpunktsiterationer i korrektorn. Skriv upp den explicita metod
man da far. (3p)

b) Bestdm approximationsordning fér metoden i a-uppgiften. (2p)

c) Bestdm stabilitetsomradet for metoden i a-uppgiften. (2p)

0

1 1 2
d) Anta att du vill anvinda metoden pa systemet v/ = —Ay med A= | 0 10 3
0 0 100

Blir metoden sikert stabil om du véljer steglangd h = 1/507 (2p)
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1 10 110 11 0 110
S -1 11 0 21 0 2 1 0 21
la) Gausselimination: D11l looil=loo 117 o o
-1 10 0 20 00 —1 000
Vi ser alla tre kolonnerna ér pivotkolonner och spanner virderummet som da ér av dimen-

sion 3, dvs rangen av matrisen &r 3.

1b) LU-faktorisering &r en variant pa Gausselimination, dér rékningarna administreras sa
att A = LU, dar U &r den uppat trianguléra matris som &ar resultatet av eliminationen och
L ar nedat trianguldr med ettor i diagonalen. Fran a)-uppgiften far vi da A = LU med

1 0 0 0
-1 1 0 O
L= 1 0 1 0
-1 1 -1 1

1c) De singuliira viirdena r roten ur egenvirdena till matrisen A7 A = . Egen-

S O
N =~ O
NN O

vardena dr A; = 4 samt egenvérdena till delmatrisen [ } . De senare &r

2 2
Ao = 3+ \/5, A3 =3 — V5. De singuldra vérdena ar alltsa 2, /3 + V5 och v/3 — /5.

1d) Konditionstalet &r kvoten mellan storsta och minsta singuléra virde dvs $(3 + V5.

2a) [|All = maz,z 55l

ll=ll -
2b) ||All2 = /maz(A(AT A)) (roten ur stérsta egenvirde till AT A).
2¢) [|Qz|3 = 27 QT Qu=(Q ortogonal)= z"z = ||z|j3.
2d) Qz = Az = [|Qz2 = [N||z]2 = [N = 192 — 1 (enligt c)-uppgiften).

llzll2
3a) T(p+q)=tp+q) +(p+q) =tp+?p+tg+t°¢=T(p) + T(q)
T(cp) = t(cp) + t*(cp) = c(tp + t*p) = T(p).
3b) Standardbasen &r B = {b; = t"~!1}"*'. Avbildningen pa baselementen blir T'(b;) =
t+ 1% =by+ b3, T(bo) =12+ 13 = by + by, T(b3) = t3 + t* = by + bs Matrisen blir
0 0

T]s =

_ =0 O O

0
1
1
0

O O = =



3c) Den nya basen ar C = {1, 1 +1¢,14t+ >}, Overforingsmatrisen till bas B = Pg_¢ =

111
0 1 1 |. Denna matris ar reguljir sa basen C &r ok!
0 01
3d) For avbildningens matris i denna bas beriknar vi T'(c;) = T(1) = t + 1% = by +
by, T(co) = T(1+1t) = t+ 2+ +8 = by+2b3+ by, T(ex) = T(A+t+t?) =
000
1 11
t+ 12+ 13+ 12+ 3+t = by + 2b3 + 2by + bs. Matrisen blir da [T]e= | 1 2 2 |.
01 2
001

4a) Eftersom A adr symmetrisk dr den ortogonalt diagonaliserbar. Vi kan alltsa skriva
2TAz = y'Dy, y = P'o & o = Py, dir D ir diagonal med egenviirden pa diagonalen
och P &r ortogonal med egenvektorer som kolonner. Vi far da

Likhet far vi om y; = 0 for alla \; > \,,,;,, dvs for

T =Py = Z Yiti

Ai=Amin

dér u; ar egenvektor motsvarande \;. Da &r

Ai=Amin

dvs z &dr egenvektor horande till \,,;,,. Pa samma sétt visas 6vre grénsen.

2 0 —6
4b) Den kvadratiska formen kan skrivas Q(z) = 27Armed A= | 0 3 0
-6 0 2
Egenvirden och egenvektorer till A bestdms. Karakteristiska ekvationen
3
(3=A)[(2—=A)(2 = X) — 36] har losningarna A = | 8 | med motsvarande egenvektorer
—4
0 1 1
11,101, o
0 —1 1

Egenvéarden har olika tecken sa den kvadratiska formen &r indefinit.
Enligt sats i Lay géller —4 < % < 8, dédr 6vre gransen antas for x = u = i\%[l 0 —1)7

och undre gransen antas for r = u = :I:%[l 0 1%



5a) Normalekvationerna #r AT Az = ATb. Med A = QR diir Q #r ortogonal och R #r
uppat trianguldr och reguljar (eftersom A har full rang), far vi
(QR)T(QR)x = (QR)"b & RTQTQRx = RTQ"b & Rx = Qb (eftersom @ #r ortogonal
och RT reguljir).
5b) Det icke-linjara minsta-kvadrat-problemet formuleras min,| f(x)|2. Taylorutveckla
f kring en approximation xy: f(z) & f(xy) + J(xx)(x — x1). Den linjira modellen for
ett iterationssteg blir da: min.|| f(zg) + J(xk)(x — x)||2, dér losningen x tas som nésta
approximation xx,1, som alltsa fas ur det 6verbestdmda linjéra systemet
J(x) (g1 — x) = —f(xr). Ett sadant system ska alltsa 16sas i varje iteration av Gauss-
Newtons metod. Det kan goras med exempelvis QR-faktorisering som i a)-uppgiften.
5c) Lat f; = U(x,t;) — U, vara residualerna dar ¥, dr uppmétt virde i tid ¢; enligt tabellen
och z = (a, 3, 7)T.

0 0

e’ cosy
2e?% 2c052y
338 3cosdy
4e*P 4cosdry

a
a+ el + siny — 1
Vi far da f(z) = | a+ e? + sin2y — 2 |. Jacobianen blir J(z) =
a+ e384 sin3y — 2
a+ e + sindy — 3
Tp+1 = T + Sk
J(xr)sk = — f(xx)

—_ = = = =

Gauss-Newtons metod skrivs: {

6a Integralen approximeras med
0.5(f(0) +2f(1)+2f(2) +2f(3)+ f(4)) =05(-1+0+0+2+2] =15

6b Ansitt polynomet som p(t) = co+cit+cot(t—1)+cst(t—1)(t—2)+cqt(t—1)(t—2)(t—3).
Bestdam koefficienterna successivt genom att sétta in interpolationsvillkoren:

p(O) =—1l=c=-1

p(1)=0:>00+01=():>01:1

p(2)=0=co+201+2c0=0= ¢y =—1/2

p(3)=1=c¢y+3c; +6c3+6c3=1=¢c3=1/3

p(4) =2=co+4cy +12c0 + 243 +24cy =2 = ¢4 = —1/8

Interpolationspolynomet blir

p(t) = =1+t —3t(t— 1)+ 5t(t —1)(t —2) — gt(t — 1)(t — 2)(t — 3)



7a) Objektfunktionen ir f(z) = 22 +42x129+223— 321 med gradient V f = [ 2@y 202 =3 }

2.1'1 + 433'2

och Hessian [ 22 } . Objektfunktionen ar kvadratisk sa det bli en iteration med Newtons

2 4
0 2 2 3 3
metod: z; = xg — H\V fy = [0}4—[2 4]\[0] —[_1.5].
7b) Vi ska minimera lings riktningen dy = —Vfy = [3 0]7. Exakt linjesckning vid
T

kvadratisk funktion ges av steglingden: oy = —ng;[;lg = —I—g = 0.5. Nésta approximation
blir alltsé z; = ¢ + ady = [1.5 0]T.

7c) Exempelvis dietproblem: Du ska dta av n varor som kostar ¢y, ¢y, ..., ¢, och innehaller
a;,t =1, ...m, j =1, ..., n enheter av m kvaliteter (protein, vitaminer mm). Du ska &ta
till minsta kostnad men fa minst by, by, ..., b,, enheter av kvaliteterna. Problemet blir:

mingclz da Az > b.

8a) (p) Yk+1 = Yk + hf(tk, Yi)

(k) Yer1 = Y + hf (tirr, Yrs1)

En fixpunktsiteration ger: yri1 = yx + hf (trs1, yp + hf (te, yr))-

Tva fixpunktsiterationer ger: yri1 = yp + hf (tei1, Y + hf (ter1, ye + R f (te, yx)))

8b) Metoden pa testproblemet y' = Ay blir

Formeln stimmer till tva termer med exakta 16sningens tillvixtfaktor e/ = 1+h)\+¥+...
och metoden &r da av ordning 1.

8c) Stabilitetsomradet &r de z = hA som ger begrinsade 16sningar.

Fran b)-uppgiften ger detta: {z € C; |1+ 2 + 22 + 23| < 1}.

8d) Storsta egenvirde (till belopp) dr A = —100 med z = hA = —2. Insatt i stabilitet-
skravet i ¢)-uppgiften far vi |1 — 2 +4 — 8| = 5 som inte uppfyller kravet att vara < 1. Vi
kan inte garantera stabilitet i det langa loppet.



