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Uppgift 1.

Lat A € R™"™ vara symmetrisk.

a) Visa att A har n st reella egenviirden. (4p)

b) Visa att egenvektorer som hor till olika egenvirden dr ortogonala. (2p)
c) Visa att om alla egenvérden dr 0 sa &r A noll-matrisen (2p)

Uppgift 2.
1 1
-1 1
1 1
1 01
a) Utfor forsta steget i QR-faktorisering av A med hjélp av en Householdertransformation.
(3p)
b) Definiera allmént en matrisnorm fér A utgaende fran en given vektornorm. (1p)
c¢) Egenviirdena till matrisen AT A &r 1, 3 och 6. Bestdm || All1, || Al2 och ||A]le- (2P)
d) Gor en LU-faktorisering av A. (3p)

Lat A =

—_ — o



Uppgift 3.

Lat P, vara det linjira rummet av polynom av grad < p och betrakta den linjara avbild-
ningen F': P, — P3 definierad av F(ag + a1t + ast?) = a1 + (a; — as)t + apt® + ast?.

a) Visa att B={1+t, 1 —t, t+t?} & basi P. (2p)

b) Bestdm matrisen for F' i standardbaserna for P, och Ps. (2p)

c¢) Bestdm matrisen for F' i basen B for P, och standardbasen for Ps. (2p)

d) Kontrollera genom basbytesformel att matriserna i b) och c) &r rétt. (1p)

Uppgift 4.

a) Los foljande system av differentialekvationer med diagonaliseringsmetoden
2y (t) = =102 (t) + 3x2(t) 21(0) =0.3
xh(t) = 3z (t) — 225(t) 22(0) =9.9 . (4p)

x4 (t) = 3w (t) — wo(t) — 2x3(t) 23(0) =3
b) Vad blir det for problem med diagonaliseringsmetoden om andra ekvationen i a)-
uppgiften dndras till 24 (t) = —2x9(t) 22(0) = 9.97 (2p)
c) Ange en stabil 16sningsteknik som fungerar fér problemet i b)-uppgiften. (1p)

Uppgift 5.
a) Visa att Newtons metod for ekvationslosning i en variabel konvergerar linjért vid dubbel-
rot och att den asymptotiska felkonstanten ar 0.5. (3p)
b) Betrakta foljande system av icke-linjira ekvationer:

201 — 323 =1
Gor en iteration med Newtons metod utgaende fran startapproximation xo = (0 0)7. (3p)
c) Betrakta systemet i b)-uppgiften. Los ut x; ur forsta ekvationen och xs ur den andra
och bilda pa sa sétt en fixpunktsiteration. Gor tva iterationer med metoden utgaende fran

o= (0 0)T. (3p)

Uppgift 6.
a) Definiera vad som menas med en kubisk spline. Diskutera nagra olika &ndpunktsvillkor.
(3p)
b) Betrakta foljande punkter i planet
t|11 2 3 45
y|1 2 3 3 4

Vi vill bestdimma en kvadratisk spline med nod i £ = 3 och som i minsta-kvadratmening
bést ansluter till punkterna. Satt upp det kvadratiska ekvationssystem som skall 16sas.
Systemet behover inte 16sas. (4p)



Uppgift 7. Betrakta foljande kvadratiska optimeringsproblem med linjéra bivillkor:

minimera 2x3 + x3 + 3

. Ty — 209+ 23=1

under bivillkor { %0y + 1y — 25 = 1
Vi vill studera en projicerad gradientmetod for att 16sa problemet.
a) Ta 7p = (1 1 1)7 som startapproximation. Bestim negativa gradienten till ob-
jektfunktionen i startpunkten. Projicera denna riktning pa nollrummet till bivillkorsma-
trisen. Denna projicerade negativa gradientriktning ska anvindas som sokriktning i nésta
deluppgift. (3p)
b) Formulera linjestkningsproblemet lings den riktning som bestémts i a)-uppgiften. Har
du inte 16st a)-uppgiften, sa formulera allmént. Los linjesokningsproblemet (enligt a)-
uppgiften) analytiskt och bestdm nésta approximation z;. (3p)

Uppgift 8. Betrakta prediktor/korrektorparet Eulers framatmetod som prediktor och
Trapetsmetoden som korrektor for att 16sa begynnelseviardesproblem for system av ordinéra
differentialekvationer.

a) Anta att man gor en fixpunktsiteration i korrektorn. Skriv upp den explicita metod
man da far. (3p)

b) Bestdm approximationsordning fér metoden i a-uppgiften. (2p)

c) Bestédm stabilitetsomradet for metoden i a-uppgiften. (2p)
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la) Az = Az, x € C",\ € C. Multiplicera fran vinster med #1 och vi far

(1) 27 Az = M2z

Hir dr vinsterledet skaliren o = z7Ax = (z7Az)T = 2TATz = 2T Az = 77 Az = a =
a =TT Az reell. Vidare ér i (1) 27z reellt och dirmed dr A reellt ty det #r kvoten mellan
tva reella tal.

1b) Av; = Muvy, Avy = vy med A\ # \y. Betrakta skalirprodukten \jviv, =
(Avy)Tvy = vT (ATwy) = (symmetri) = vf (Avy) = AovTvy. Nu ger A\ # Ay att v] vy = 0,
alltsa &r de ortogonala.

1c) Spektralsatsen ger PAPT = D dér D ir diagonal med egenviirdena pa diagonalen och
P #r ortogonal. Alltsa dr D = 0 och ddrmed A = PTDP = 0.

1 2 —1] —1
2a) Lat o = Rl I R N som normerad blir u = % -1 House-
1 0 1 2 1
1 0 1 1
1 -1 1 1
. . T -1 11 1 " .
holdermatrisen blir H = I — 2uu’ = 3 .11 | | som ger forsta steget i
11 -1 1
4 1 1
. 01 3
QR-faktorisering: HA = % 03 1
011
2b) [|A|| = maw,.lzsl.
2¢) ||A|l; = (maximal kolonnsumma) = 4, [|A|| = (roten ur storsta egenvirde till

ATA) =6, ||Allsc = maximala radsumman = 3.

2d) LU-faktorisering &r en variant av Gauss-elimination sadan att LU = PA, dar P ar
permutationsmatris. Den genomfors stegvis med radreduktion for att fa U samtidigt som

L bestams:
1 10 1 1 0 1 10 11 0 11 0

111 0 2 1 0 102 1 02 1
111 o o 1 g =g g g2 T o gy U Kolom
1 01 0 -1 1 001 00 1 00 0

nerna i L bestdms sa att motsvarande radoperationer skulle ha gett enhetskolonner i U dvs



1 0 0 0
-1 1 0 0 . . o .
L= o121 0| P ar enhetsmatrisen med de tva sista raderna ombytta.
1 0 2/31
1 1 0
3a) E = {1, t, t*} ir standardbasen. Basbytesmatrisen Pg._p = [b1, by, b3]lp = | 1 —1 1
0 0 1
ar reguljar sa basen ar ok! i
01 0
3b) Fey =%, Fea=1+1t, Feg=—t+1t° ger M = 10 0
00 1 |
1 -1 1
2 2 3 / 1 -10
3c) Fby=1+t+1t* Fbp=—1—t+1t>, Fby=1+1° ger M' = 1 1 0
|0 0 1
3d) M Pg.p = M’ stammer!
—-10 3 O
4a) Problemet &r pa matrisform o' = Az, dar A = 3 —2 0 |. Egenvirden
3 -1 =2
och egenvektorer beridknas. Egenvéirdena dr A3 = —2 samt egenvirdena till matrisen

[ -103 , Som ar )\1 = —]_17 )\2 =—1.

3 =2
Motsvarande egenvektorer fas genom l6sning av resp. homogent ekvationssystem
(A — X\il)v; = 0 och blir: v; = (=2.7,0.9,1)T, v, = (1,3,0)T och v3 = (0,0, 1).

Losningsformeln ar sedan

—2.7 1 0
T = ceMtuy + cpeM?tuy + czettug = cpem 0.9 | +coe™ | 3| +cze®| 0
1 0 1

Koefficienterna ¢, ¢s och c3 bestams fran begynnelsevillkoren genom ekvationssystemet
—27 1 0 c1 0.3

09 3 0 co | =199 |, med l6sning ¢; =1, ¢co =3, c3 = 2.
1 01 C3 3
—2.7 1 0
Losningen blir alltsa z = e~ 11 0.9 | +3et| 3| +22| 0
1 0 1
-10 3 0
4b) Matrisen blir nu 0 -2 0 med ett dubbelt egenvirde \y = A3 = —2. Till
3 -1 =2

detta egenvirde hor egenrummet Span{[0 0 1]7} av dimension 1, matrisen dr alltsa inte
diagonaliserbar.



4c) Problemet &r stabilt, en stabil ode-metod, exempelvis trapetsmetoden som &r A-stabil,
fungerar for alla steglingder.

5a) Lat xj vara approximation och Taylorutveckla funktion och derivata runt 1ésningen z*:
flaw) = f@)+f (@) @p—a*) +5 (@) (@e—a)+.. fz) = f@)+ (@) (@e—27) +....
Dubbelrot ger f(z*) = f'(z*) = 0 och for Newtons metod far vi xp 1 = xp — ]{,((x’“) =

)
Lo (%) (zp—x*)2 N .
Ty — —2;”(;*))((:;::71*)) + .. =T — %(Ik — x*) + ... vilket ger | —~ 1= % = 0.5 dvs

konvergensen &r linjir med asymptotisk felkonstant 0.5.

_3y2 _ B
5b) Vi ska losa f(z) = 0 dir f = | 221797271 2 —6u

Tyl —x*
xp—x*

2%+ 3z — 2 ar residualen och J = 2, 5

ar Jakobianen. Med startvirdena x, = {O ] ., fo = [ -1 } , Jo = [ 2 0} blir

0 —2 0 3
. . . 2 0 1
iterationen x; = x9 — Jo\ fo Ekvationssystem Jysg = —fy < 0 3% =14 har
. 112 ) . . _ 112
16sningen sg = [ 2/3 ] och iterationen blir x; = x¢ + 59 = { 2/3 ] .

_ 1,32
5c) Ekvationssystemet skrivs { = 3 * %ig < x = g(z). Fixpunktsiteration enligt

T2 =3 =34
Tir = g(xr), k=0, ,1, ... med zo = (0 0)T ger z; = (1/2 2/3)T, zo = (7/6 7/12)T.
6a En kubisk spline ar ett styckvis polynom av grad 3, med kontinuitet hos splinen, dess
forsta och andra derivata i knutpunkterna (noderna). Det blir tva fria villkor. Man kan an-
vénda naturliga dndpunktsvillkor (andraderivatorna = 0), rétta &ndpunktsvillkor (deriva-
tor stimmer med den funktion som ska approximeras med splinen) eller periodiska #nd-
punktsvillkor (forsta och andraderivator dverensstdmmer i vénster och hoger d&ndpunkt).

6b) Splinen har tva delar: s;(¢), 1 <t <3, sy(t), 3<t<5.
Ansiitt s; = a+b(t — 3) + ¢(t — 3)? och sy = a+b(t — 3) + d(t — 3)?. Da é&r splinevillkoren
uppfyllda i t = 3, dvs spline och dess derivata &r kontinuerliga dér.

1 =2 4 0 1
1 -110 Z 2
Anpassning till data ger ekvationssystemet | 1 0 0 0 =13
Lo1oo ||y 3
1 2 0 4 4

Minsta kvadratlosning innebér att l6sa normalekvationssystemet, som blir
5 0 5 5 a 13

0 10 =9 9 b | |7
5 =9 17 0 ¢c| |6
5 9 0 17]|d 19



4371

7a) Objektfunktionen dr f(z) = 22% + 22 + 235 med gradient Vf = | 2z, |. Bivillkors-

22(33
1 -2 1
2 1 -1
o =[1 1 1]7 blir negativa gradienten —V fy = —[4 2 2| och dess projektion pa Z blir
—27Z"V fo=-201 3 5.
7b) Vi ska minimera lings riktningen dy = —[1 3 5]7. Linjes6kningsproblemet blir:
mine f (zo+ady). For att 16sa linjesokningsproblemet infor vi envariabel-funktionen g(a) =
f(zo + ady). Vi har g(a) = 2(1 —a)* + (1 — 3a)* + (1 — 5a)? = 4 — 20 + 362 med
g'(a) = —20 + 72cv. Losningen till linjesokningsproblemet ges av ¢'(a) = 0 dvs o = 5/18.
Nésta approximation blir alltsa z; = zg + ady = 1/18[13 3 — 7],

matrisen ir A = { } med nollrum Nul(A) = Z = 5-[1 3 5]". I startpunkten

8a) Trapetsmetoden &r: ypi1 = Y + 5[f (tr, yk) + [ (Cor1, Ys1)]
Med en fixpunktsiteration fran Eulers framatmetod blir metoden:

Yrar = Yk + SLF by ) + f (trrr, U + DS (b, )]
8b) Metoden pa testproblemet ' = Ay blir
242
yrar = g+ 50w+ Mye + hAg)) = ye(L+ hA+ 155).
Formeln stimmer till tre termer med exakta l6sningens tillvixtfaktor e = 14+h\+ h22’\2 +...
och metoden &r da av ordning 2.

8c) Stabilitetsomradet &r de z = hA som ger begrinsade 1osningar.
o . 2
Fran b)-uppgiften ger detta: {z € C;[1 + 2z + 5| < 1}



