Institutionen for
Matematik
Goteborg

TENTAMEN I
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DAG: Lordag 19 januari 2008 TID: 8.30-12.30 SAL: V

Ansvarig: Ivar Gustafsson, tel: 772 10 94
Forfragningar:  Ivar Gustafsson

Losningar: Anslas vid sal MVF21

Resultat: Anslas vid sal MVF21 senast 1 februari

Tentan kan hdmtas i mottagningsrummet dagligen mellan 12.30-13
Betygsgréanser: 30, 42, 54 av maximalt 60 poidng

Bonus (hogst 10 podng) fran inlamningsuppgifter far tillgodoriknas.
Hjalpmedel: Inga

lakttag foljande:

- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt sétt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall vil motiveras

LYCKA TILL!
Uppgift 1.
2 1 1
. 2 0 2
Lat A = 11 0
1 2 -1

a) Bestim ortogonala projektionen av x = [1 2 1]7 pa nollrummet Nul(A). (3p)
b) Bestdm ortogonala projektionen av y = [1 1 1 1]7 pa kolonnrummet Col(A). (5p)

Uppgift 2.

a) Bestim en Cholesky-faktorisering dvs en symmetrisk faktorisering A = LLT, med L
1 -1 -1

nedat triangulér, av matrisen A= | -1 5 3 |. (3p)
-1 3 3

b) Egenvirdena till A i a)-uppgiften #r 1, 4 + 2v/3 och 4 — 21/3. Bestim de singulira
vérdena till L. (4p)

Ledning: Visa forst att L och LT har samma singuliira viirden.

c) Lat A € R™™ med m > n och rang(A) = n. Visa hur man kan fa en Cholesky-

L . . . A
faktorisering av matrisen AT A+al, dir o > 0 genom att QR-faktorisera matrisen { Jal } .

(4p)



Uppgift 3.
a) Los foljande system av differentialekvationer med diagonaliseringsmetoden

) (t) = —2x1(t) + x2(t) z1(0) =0

wy(t) = —wa(t) 22(0) = =1 . (4p)

2 (t) = x1(t) + 22(t) — 3z3(t) x3(0) =2
b) Vad blir det for problem med metoden om andra ekvationen éndras till 24 (t) = —zo(t)z3(t)?
(1p)

c) Bestdm en approximation av losningen till problemet, med dndringen enligt b-uppgiften,
i punkten t = 0.2 genom att anvinda Eulers framatmetod och steglingd h = 0.1. (3p)

Uppgift 4. Betrakta avbildningen

F(ag + ait + ast® + azt®) = (ay — as) + (ag — 2a3)t + (a1 + a2)t* + (2a3 — a1 )t3

fran P; till P3, ddr P3 4r rummet av polynom av grad < 3.

a) Visaatt py =1+ 2t, pp=—t, p3=2+t+1t> ps=1—1t+2t>+ 3 &r bas i P3. (2p)
b) Bestdm matrisen for avbildningen F' i basen enligt a-uppgiften. (4p)

Uppgift 5.

Betrakta funktionen f(z) = 2® — 22?4+ 1 = 0 pa intervallet —1 < z < 2.

a) f har ett nollstélle mellan 1.5 och 2. Bestdm en approximation av nollstillet genom
att gora en Newton-iteration med start i zg = 1.5. Gor en feluppskattning pa den erhallna
approximationen. (3p)

b) Gor en en grov approximation av fi f(z) dx med Trapetsformeln och steglangd h = 1.
Bestam felet exakt. (2p)

c) Bestdm en kvadratisk spline-approximation s(z) till f(z) med nod i = 0, som inter-
polerar i punkterna = —1, x = 0 och z = 2 och som uppfyller villkoret s'(0) = f'(0).
Hur stort blir maximala felet | s(x) — f(z) | pa intervallet —1 < x < 27 (4p)

Uppgift 6.

a) Definiera matematiskt vad som menas med en tillaten riktning vid optimering. (2p)
b) Definiera matematiskt vad som menas med en descentriktning vid optimering. (2p)
c¢) Formulera sekantmetoden vid optimering av en deriverbar funktion av en variabel. (2p)

Uppgift 7. Betrakta begynnelsevirdesproblemet

Y =y +ty, y(0)=1

a) Anta att du vill anvdnda Eulers bakatmetod och steglingd h = 0.1 for att bestdmma
en approximation till y(0.1). Skriv upp den tredjegradsekvation som du far att l6sa. (3p)
b) Man behover inte 16sa tredjegradsekvation om man anvinder Eulers framatmetod som
prediktor och gor fixpunktsiteration i Eulers bakatmetod (korrektorn). Gor en fixpunkt-
siteration for att approximera y(0.1). (3p)

Uppgift 8. Betrakta ett tvapunkts randvardesproblem
{ vV +y —2y=t, 0<t<1
y(0) =0, y(1) =1
Vilj steglingd h = 0.25 och sétt upp det linjira ekvationssystem som differensapproxima-
tion av derivatorna med centraldifferenser ger. Systemet behover inte losas. (6p)



Institutionen for

Matematik
Goteborg
F1 - Linjir algebra och numerisk analys, TMA671
Losningar till tentamen 19 januari 2008
-1
la) Los homogena systemet Az = 0, ger Nul(A) = Span| 1 |. ON-bas blir
1
-1 -1
U= \/ig 1 | . Projektionen blir & = UUTz = \%U =21 1
1 1
2 1
b) Radreduktion pa A ger Col(A) = Span{ i , (1) }. Ortogonalisering genom
1 2
1 2 0
o 0 2|2 —2 .
Gramm-Schmidt pa andra basvektorn ger 1 "o | = 2 1 ON-bas blir
2 1 3

2/v/10 0 42

2/V/10 —2/\/14 _— o 6//10 32

V V0 1/V1d rojektionen blir y = VV* iy =V 2/v/Ti 5 | 26
1/V/10 3/y/14 35

1 00

2a) Genom enkel variant pa vanlig Gausselimination finner vi att L= | —1 2 0
-1 11

b) Bevis av ledning: Om L = UXV7T dr SVD av L sa dr LT = VIUT eftersom X ér
kvadratisk och diagonal. Alltsa har vi LT pa SVD-form med samma singuliira viirden som
L.

Vidare ér, enligt SVD-teorin, de singuldra viirdena till L7 roten ur egenviirdena till LLT =

A. Alltsa ar de sokta singuldra vardena 1, /4 + 2v/3 och /4 — 2/3.
c) QR-faktorisering: B = [ \/%1. } = QR. Da blir ATA+ ol = B"B = (QR)"(QR) =

RTQTQR = RTR ty Q ortogonal. Alltsa ér RT motsvarande Cholesky-faktor L till ma-
trisen ATA 4+ ol.



-2 1 0

3a) Problemet dr pa matrisform ¢y = Ay, dir A = 0 —1 0 |. Egenvirden och
1 1 -3
egenvektorer berdknas. Egenvérdena &r Ay = —2, Ay = —1, \3 = —3.

Motsvarande egenvektorer fas genom losning av resp. homogent ekvationssystem
(A—X\I)v; =0 och blir: v; =[1 0 1]7, vg=[111]" och v3=1[00 1]7.
Losningsformeln &r sedan

1 1 0
r = creMtuy + oMy +cseMtug =cie | 0 | et | 1 | +ese |0
1 1 1

Koefficienterna ¢y, ¢s och c3 bestams fran begynnelsevillkoren genom ekvationssystemet
110 1 0

010 co | = | —1 |, med 16sning c; =1, co = —1, c3 =2.
1 11 C3 2
1 1 0
Losningen blir alltsa x =e ™2 | 0 | —e* | 1 | +2e73¢ | 0
1 1 1

3b) Metoden fungerar bara for linjara system.

3c) Euler framatmetod pa ett system ' = f(x,t) kan skrivas
204D ) 4 () () |0 1,

Tva steg med h = 0.1 fran 2(©) = 2(0) ger:

0 -1 —0.1 —0.1 —0.6 —0.16
eW=|-1(401| 2 |=| -08], 2® =] —08 [+01| 1.04 | = | —0.696
2 -7 1.3 1.3 —4.8 0.82
4a) Overforingsmatrisen mellan den givna basen och standardbasen {1, ¢, 2, 3} &r
1 0 2 1
2 -1 1 -1 . , . .
Pg. ¢ = 0 0 1 =9 |Hsomar reguljar ty egenvirdena &r 1, -1, 1 och 1, alltsa
0 0 0 1
ar basen ok!
0 1 -1 0
. . . - , 1 0 0 =2
4b) Matrisen for avbildningen blir i standardbasen M’ = 01 1 0
0 -1 0 2
Matrisen i den givna basen blir da M = Po.gpM'Pp._ ¢, dér Pop = Py (1_0: (med Gausse-
1 0 -2 3 -8 4 -7 4
2 -1 -3 3 . -9 4 —-11 1
limination) = 00 1 -2| Matrismultiplikation ger M = 6 -3 4 _5
0 0 0 1 -2 1 -1 3



flzo) _ 1.5+ -1/8 _ 5

5a) f'(z) = 3z* — 4x. Newtons metod ger: z; = zg —

f(zo) 3/4 3
Feluppskattning: | z; — 2* |< ||Jf,((‘r;//%))‘| =2
5b) Trapetsformeln ger T'(1) = f(—1)/2 4 f(0) + f(1) + f(2)/2 = L.
Exakt blir integralen [ix‘l — §x3 +z)*, = % och felet blir da % — % = }1.

5¢) Splinen har tva delar: si(z) =1+ ax + bx?, —1 <z < 0. Da giller s;(0) = 1.

s (x) = a + 2bx och villkoret s7(0) = f/(0) = 0 ger a = 0.

Vidare ger s;(—1) = —2 att b = —3 sa forsta delen &r s;(z) = 1 — 322

For den andra delen ansiitts so = 1 + cx + dz?, 0 <z < 2. DA giller s,(0) = 1.

sh(z) = ¢+ 2dx och villkoret s,(0) = 0 ger ¢ = 0.

Vidare ger villkoret s9(2) = 1 att d = 0 och andra delen &r bestamd till so(z) = 1.

For felet far vi f—s; = 23+22 med storsta virde for z* = —2/3 med | f(z*)—s;(x*) |= 4/27
resp. f— sy = 23 —22% med storsta viirde for z* = 4/3 med | f(z*) — so(z*) |= 32/27, som
alltsa blir storsta felet.

6a) En riktning d &r tillaten riktning i punkten x om x + ad é&r tillatna punkter for
0 < a < 4; for nagot d; > 0.

6b) En riktning d ar en decsentriktning for funktionen f i punkten x om f(x+ad) < f(z)
for 0 < a < §y for nagot 9, > 0.

() (@) (=1
6¢c) zFH) = 20 — ffs(x(k))g—f/(m(k—ﬂ))a k=12, ..

7a) BEulers bakatmetod blir: y; = yo + 0.1(—yj + 0.1y1) = 1 — 0.1y} + 0.01y,
Tredjegradsekvationen kan skrivas: 0.1y5 + 0.99y; — 1 = 0.

b) Eulers framéatmetod: 3" =1+ 0.1(=1+ 0) = 0.9

Fixpunktsiteration: y{" = 1+ 0.1(—0.93 + 0.1 -0.9) = 0.9361.

8) Med y; ~ y(t;),t1 =0, t; = (i —1)h, 1 =2, ..., 5 far vi differensekvationerna:

az(Wic1 = 20 + Yir1) + 55 Wirr — Yic1) — 2y =1, 1=2,3,4, ;1 =0, y;=1.
Ekvationssystemet blir:

34 18 0 n 0.25
14 —34 18 ys | = 0.5
0 14 —34 || v 0.75 — 18
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