Institutionen for
Matematik
Goteborg

TENTAMEN 1
LINJAR ALGEBRA OCH NUMERISK ANALYS F1, TMA671
2006-01-09

DAG: Mandag 9 januari 2006 TID: 8.30-12.30 SAL: V

Ansvarig: Ivar Gustafsson, tel: 772 10 94
Forfragningar:  Ivar Gustafsson

Losningar: Fas pa institutionen efter tentamen
Resultat: Fas pa institutionen senast 20 januari

Tentan kan dérefter hiamtas pa expeditionen, man-fre 8.30-13
Betygsgranser: 30, 42, 54 av maximalt 60 poédng

Bonus (hogst 10 poéng) fran inldamningsuppgifter far tillgodordknas.
Hjalpmedel: Inga

lakttag foljande:

- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt sétt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall vl motiveras

LYCKA TILL!

Uppgift 1.
a) Visa att det linjira rummet av polynom av grad < n har dimensionen n + 1. (4p)
b) Undersok om méngden av symmetriskt positivt definita n X n-matriser med opera-
tionerna
A @ B vanlig matrisaddition
a®A=A"
ar ett linjart rum (ett vektorrum). (3p)

Uppgift 2.

Betrakta avbildningen F(ag + ait + ast?) = as + (ag + a1)t + (a; — a2)t* fran P, till Py.
a) Bestdm matrisen M for avbildningen F i standardbasen E = {1, ¢, t*} for P. (2p)
b) Visa att B = {1+t*, 1 —t?, 1+t+t*} &r bas for P, och ange transformationsmatrisen
Pg._ g mellan baserna B och E (2p)

c¢) Bestdm matrisen M’ for avbildningen F' i basen B. (3p)



Uppgift 3.

Betrakta rotationsmatrisen G = z _CS ] dér ¢ = cosa, s = sina for en vinkel a.

a) Visa att G dr ortogonal. (2p)

b) Bestim egenvirdena till G och GT samt visa att egenvektorerna till G och GT, som hor
till samma egenvérde, dr ortogonala. (5p)

Uppgift 4.

Betrakta problemet att 16sa ett 6verbestamt ekvationssystem

Ax = bmed A € R™", m > n i minstakvadratmening. Matematiskt sett ges 16sningen
av normalekvationerna AT Ax = ATb.

a) Visa att 16sningen ges av Rz = Q7b, dir A = QR #r kompakt QR-faktorisering av A,
da A har full rang. Namn en férdel med denna metod jamfort med normalekvationerna.
(4p)

b) Visa att en 16sning ges av z = VI 1UTH diir A = UX, VT #r kompakt SVD-faktorisering
med ¥, diagonal, da A har rang = r. (3p)

¢) Namn tva fordelar med trunkerad SVD i samband med minstakvadratproblemet jamfort
med icke trunkerad SVD. (2p)

Uppgift 5.
x1—3x2+1}§+120
a) Betrakta ekvationssystemet { —2x? + 29 —23+2=0 .
3 —2x3+1=0
Gor en iteration med Newtons metod med start i origo. (4p)
b) Vad menas med en kvasi-Newtonmetod? Skriv upp formellt utan att gora nagra
berdkningar. (3p)

Uppgift 6.
Betrakta foljande tabell 6ver funktionsvirden f(z) i fyra punkter.

T 0
1

3
f(z) 1

1 2
-1 0

a) Bestdm en approximation till f03 f(z) do med trapetsformeln. (2p)
b) Bestam en linjar spline som interpolerar i punkterna. (2p)

c¢) Vilket gradtal har interpolationspolynomet till punkterna? Motivera ordentligt! (2p)



Uppgift 7

For en harmonisk svingning med amplitud a och fasvinkel v géller modellen

u(t) = a sin(t +v).

Vi vill bestdmma a och v fran métningar (¢;, w;), i =1, ..., m med m > 2.

a) Formulera om modellen sa att linjar minsta-kvadrat kan anvindas och skriv upp det
ekvationssystem som ska losas samt ange hur a och v kan fas ur 16sningen. (4p)

b) Anvénd den olinjéra modellen som den star och ange residual och Jacobian samt teckna
en iteration med Gauss-Newtons metod. Hur far man ldmplig startapproximation? (4p)

Uppgift 8.

Heuns metod for begynnelseviardesproblem for ordinéra differentialekvationer definieras av:
Yrtr = Uk + 5L (b k) + F(te+ hy g+ (b, we)}

a) Bestam stabilitetsomradet for Heuns metod. (3p)

b) Bestdm approximationsordningen for Heuns metod (3p)

c) Gor ett steg med Heuns metod och steglingd h = 0.1 for problemet

y' = —2y* +t, t > 0 med begynnelsevirde y(0) = 1. (3p)
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1 a) Betrakta miingden B = {7 };.L:O. B spanner rummet P,, mingden av polynom av
grad < n, eftersom p € P, kan skrivas p = Z?:o a;x?. Vidare &r B linjért oberoende ty
q = Z;‘L:o Biz? =0, Vo = 3; = 0,Vj. Detta foljer genom upprepad derivering av ¢ och
insdttning av z = 0.

c) (a+B)®A = A%+ = A~ AP = (o och 3 positiva heltal t.ex. # A“D A’ = aOAGBOA.
Alltsa géller inte réaknelag (8) (distributivitet). Slutsats: Ej linjért rum.

2a) Fleg) =t =ey, Fleg) =t+t* =exte3, Fle3) =112 =¢ —e3 = M =

00 1

11 0
01 -1
1 1 1
b)b1:1+t2:€1+€3, b2:1—t2:€1—63, b3:1+t+t2 :>PE<—B: 0 0 1
1 -1 1
Matrisen ickesingulér alltsa dr B en bas.
0.5 -1 0.5 -1 -1 —-1.5
c) M'=P;! ;MPg.p= |05 0 —05|MPg.p=| 1 -1 05
0 1 0 1 1 2
2, 2
v~ | CF8® sc—es | |1 0
3a)G G_[cs—sc 2y |= o1 = I, alltsa &r G ortogonal.

b) Karakteristiska ekvationen (c—\)?+s? = 0 har l6sningarna A = c¢+is, med motsvarande

egenvektorer, fran losning av homogent ekvationssystem, u = [ - ] . Pa samma sitt far

. . 1 .
vi for GT egenvirdena A\ = c & is med egenvektorer v = [ n ] Skalérprodukten blir
u'v=1—1=0, alltsa &r egenvektorerna ortogonala.

4 a) A= QR dir Q har ortonormala kolonner och R #r reguljir, uppat triangulir. ATA =
RTQTQR = RTR, AT = RTQT ger att ATAr = ATb & RTRz = RTQ"b & Rx = Q7.
Systemet Rz = Qb ir (oftast) bittre konditionerat #n normalekvationerna.

b) A = U, VT dir U och V har ortonormala kolonner och ¥, #r positiv och diagonal.
Vi far ATA = VS, UTUS, VT = V2VT och AT = VX, UT. Normalekvationerna vergar
alltsa 1 ATAz = AT & V2V Tz = VE,UTb och vi ser att x = VE'UTD 16ser detta
system.

c) Bittre konditionering och mindre arbete.



T — 3wy + 15 + 1 1 -3 322 1
5a)F=| 23+xg—a3+2 |, J=| -4 1 1|, FK=|2]|,
3 — 213+ 1 0 dxy —2 1
1 =3 0 0 11 11
J(): 0 1 -1 ,$1:$0—J0\F0: 0 —% 3 :—% 3
0 0 =2 0 —1 -1
b) Iteration enligt Hydy = Fy, xx41 = v —dy, k=0, 1, ..., ddr Hy ar en approximation

av J(xy).
6 a) T(1) =1[0.5— 1+ 0+0.5] = 0.
N . B s1=1—-2z, 0<x<1
b) Elementéir ansats ger direkt s(x) = { e 2tz l<z<3
c) Gradtal tre. Genom de tre sista punkterna gar réta linjen —2 + x, som &r interpola-
tionspolynomet till dessa tre punkter. Denna réta linje gar inte genom den forsta punkten.

Alltsa kan inte interpolationspolynomet till de fyra punkterna ha ldgre gradtal dn tre.

7 a) u(t) = a sin(v) cos(t) + a cos(v) sin(t) = « cos(t) + [ sin(t) med nya parame-
trar « = a sin(v) och B = a cos(v). 1 dessa parametrar har vi det linjira problemet
cos(ty)  sin(ty) Uy
«
; Ié]
cos(ty) sin(ty) U,
a = y/a?+ 3% och v = arcsin 2.
b) modell: u(t) = a sin(t + v), residualer: f; = a sin(t; +v) — u;,
sin(t; +v) a cos(t; +v)

= | 7 |. Med sambandet a? + 3% = a? far vi da

Jacobian: J =

sin(t,, +v) a cos(t,, +v)
a x(k+1) — x(k) + d(k)
v |’ J(x®)d®) = — f(z®) -
Startapproximation kan tas fran linjériseringen i a)-uppgiften.
8 a) Testpoblem for stabilitet: ¢’ = Ay, dvs f = Ay.
2 2
Ykl = Yk + %D\yk + AMyk + hAyr)] = yr + by + %yk =[1+h\+ %]yk Begrinsade
l6sningar for z = hA i stabilitetsomradet: {z € C;| 1+ z + % |< 1}
b) Jamfor tillvaxtfaktorn 1 4+ hX + @ med exakta l6sningens tillvixtfaktor e" = 1 +

hA + @ + .... Stdmmer alltsa med tre termer och approximationsordningen ar da 2.
c) y1 = yo + 2[—2y3 + to — 2{yo + h(—2y3 + to)}2 + t1] =
=1+5%[-2-124+0-2{1+0.1(-2-1240)}* 4+ 0.1] =1 + % [-2 — 1.28 + 0.1] = 0.841.

Gauss-Newton: z = [



