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Betygsgranser: 30, 42, 54 av maximalt 60 poédng

Bonus (hogst 10 poéng) fran inldmningsuppgifter far tillgodordknas.
Hjalpmedel: Inga

lakttag foljande:

- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt sétt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall vl motiveras

LYCKA TILL!

Uppgift 1. En kvadratisk matris A r skevsymmetrisk om A7 = —A.

a) Visa att méngden av skevsymmetriska matriser dr ett linjart rum. (2p)

b) Bestdm dimensionen av rummet i a)-uppgiften. (2p)

c) Visa att om T &r en ortogonal matris och T+ I dr inverterbar, sa &r A = (T —I)(T+1)™*
skevsymmetrisk. (4p)

Uppgift 2. Lat F' vara avbildningen som deriverar polynom av grad < 3,

dvs F(p(t)) =p'(t), p€ Ps.

a) Visa utgaende fran definitionen att F' &r en linjar avbildning. (2p)

b) Bestdm nollrum och virderum fér avbildningen F'. (3p)

c¢) Bestdm matrisen M for avbildningen F i standardbasen {1, ¢, ?, t*} (2p)



Uppgift 3.
a) Lat u # 0 och v # 0 vara tva vektorer i ett linjért rum med skaldrprodukt sadana att

|lu|| = ||v]| = ||u — v]||. Bestdm vinkeln mellan w och v. (3p)
1 0 1
. . . 0 2 0
b) Bestédm en kompakt Q) R-faktorisering av matrisen A = 10 -1 (4p)
0 1 1
¢) Ange med hjilp av b)-uppgiften en ON-bas for Col(A). (1p)

Uppgift 4.
a) Los foljande system av differentialekvationer med diagonaliseringsmetoden: (4p)
ZCll(t) = —le(t), 1'1(0) =1
xo(t) = —4wy (t) — 4aa(t), x2(0) = —3
xg'(t) = x1(t) — 3x3(t), x3(0) =2
b) Vad blir det for problem med diagonaliseringsmetoden om forsta ekvationen dndras till
x'(t) = —4x1(t)? (2p)
c¢) Undersok om problemet i a-uppgiften &r stabilt. (1p)
d) Antag att du vill anvéinda Eulers framatmetod for att losa problemet i b-uppgiften. Ge
ett villkor pa steglingden h sa att metoden blir stabil. Vad géller for motsvarande villkor
om du anvinder Eulers bakatmetod i stéllet? (3p)

201 + 20123 +2=0
Uppgift 5. Betrakta ekvationssystemet 239 —Adxy + 33 =10 .
—$%+$2—CE1[E§— 1=0
a) Gor en iteration med Newtons metod med start i origo. (4p)
b) Det visar sig att efter fem iterationer enligt a-uppgiften #r felet ||z — 2*|| ~ 0.0113
och roten z* &r reguljir. Hur manga ytterligare iterationer kan du férvéntas fa gora innan
felet |2 — 2*|| < 107197 (2p)

Uppgift 6. Betrakta en kvadraturformel fér approximativ berédkning av en intgral:
b n

Jo f@) de~ 300 aif ().

a) Visa att > a; = b — a for en rimlig kvadraturformel. (2p)

b) I Simpsons regel giller for intervallet (a,b) = (0,1) att n =3, z; =0, o = &, x5 =

1, = %, g = %, a3 = %. Visa att Simpsons regel dr identisk med trapetsregeln f6ljd av

ett stegs Richardsonextrapolation med steglingderna 1 och % (4p)

Uppgift 7. Betrakta problemet att minimera funktionen f(zq,z2) = 327 + 223 — 6 utan
bivillkor, med kénd l6sning z* = (0, 0).

a) Ange formeln for Steepest Descent-metoden for att 16sa problemet, tala speciellt om
vad som &r sokriktning och vad som &r steglingd. (2p)

b) Gér en iteration fran 2(®) = (1,1). Bestim steglingden exakt genom att anvinda aktuell
formel for kvadratisk objektfunktion. (4p)

c) Ta fram en startpunkt 2(® # z* som ger l6sningen med en iteration av Steepest
Descent-metoden pa aktuellt problem. (2p)

Ledning till c)-uppgiften: Nivakurvor.



Uppgift 8. Betrakta begynnelseviirdesproblemet 3’ = —2y? + ty, y(0) = 1.

a) Anta att du vill anvéinda Eulers bakatmetod och steglingd h = 0.1 for att bestdmma
en approximation till y(0.1). Skriv upp den andragradsekvation som du far att lsa. (3p)
b) Man kan slippa att 16sa andragradsekvation om man anvéinder Eulers framatmetod som
prediktor och gor fixpunktsiteration i Eulers bakatmetod (korrektorn). Gor tva fixpunkt-

siterationer pa problemet i a)-uppgiften. (4p)
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la) A och B skevsymmetriska ger (A + B)T = AT + BT = —A— B = —(A + B) dvs
summan #r skevsymmetrisk, ¢ skaldr ger (cx A)T = cx AT = cx (= A) = —(c* A) dvs skalir
ganger matris dr skevsymmetrisk, speciellt dr nollmatrisen skevsymmetrisk.

b) En skevsymmetrisk matris dr kvadratisk med nolldiagonal och &r entydigt bestdmd av
virdena i strikt 6vre trianguldra delen, som har n(n — 1)/2 element for en n x n-matris.
Dimensionen &r alltsa n(n — 1)/2.
)A=(T-NT+I1)"'=(2[4+T1+T)T+1)"'=-=2(T+1)"'+1och

AT =TT+ )" Y(TT =) ={T"T =1} =[TT(I + )] [TT(I -T)| =
I+T)"Y(TH X THI -T)=I+T) U -T)=-T+T) (=21 +1+T)
=20+T)'-1=-A

2a) For p och ¢ 1 Py giiller F((p+q)(t)) = (p+q)'(t) = p'(t) + ¢'(t) = F(p(t)) + F(q(t))
och med ¢ skalér géller F((cp)(t)) = (ep)'(t) = cp/(t) = cF(p(t)).

b) Nollrummet &r alla polynom som deriveras till nollpolynomet, dvs nollrummet &r alla
polynom av grad = 0, dvs Fy. Derivatan av ett polynom i P3 &r ett polynom av grad < 2
dvs i P,. Vidare har varje polynom i P, en primitiv funktion i Ps, alltsa ar varderummet
av I rummet P.

0100
¢) F(1) =0, F(t") = pt*', p=1, 2, 3. Matrisen blir M= | 0 0 2 0
000 3
3a) [[u —v||? =< u—v,u—v >=|u* + ||* =2 < u,v >, dvs 2 < u,v >= |Jul* +
lv]|2 = |lu —v||?> = [Jul|* = ||ul|||v]| (enligt givna férutséittningar). Definition av vinkel ger
mu cos(0) = S = oy = 3 dvs 0 = 3
ul|||v 2| ullf|v 27 3°

b) De tva forsta kolonnerna ér ortogonala. Gram-Schmidt pa tredje ger
(1,0,—1,1)" = 2(1,0,-1,0)" — £(0,2,0,1)" = £(0,-2,0,4)".
Med normerade kolonner far vi matrisen
1/vV2 0 0 V3 0 23
0 2/V5 -1/V5 T
Q=  R=Q A= 0 5/V5 1/V5
~1/v/2 0 0 0 YN
0 1/vV5 2/V5
c¢) Kolonnerna i @) utgér ON-bas for Col(A)



4a) Egenvirden och egenvektorer beridknas. Egenvérdena ér pa diagonalen,
/\1 = —2, )\2 = —4 och Ag =-3

med egenvektorer, som fas genom losning av resp. homogent ekvationssystem
(A= XNDv; =0: vy = (1,-2,1)T, vy =(0,1,0) och vz = (0,0,1)T.
Losningsformeln &r sedan

1 0 0
T = 1M 4 ey + c5eMtug = e | =2 | e ™| 1 | +eze ] 0
1 0 1

Koefficienterna c¢;, ¢y och c3 bestdms fran begynnelsevillkoren genom ekvationssystemet
100 c1 1

-2 10 co | = | =3 |, med I6sning ¢y =1, ¢co = —1, c3=1.
10 1] e 2
1 0 0
Losningen blir alltsd . =e 20 | =2 | —e | 1 [ +e73 | 0
1 0 1

4b) Egenvirdena blir nu A\; = —4, Ay = —4 och A3 = —3. Det dubbla egenvirdet A = —
har egenvektor (0,1,0)7, som spinner rum av dimension = 1 < 2 = multipiciteten hos
egenvirdet. Matrisen ér da inte diagonaliserbar.

4c) Alla egenvirden har realdel < 0, alltsa dr problemet stabilt.

4d) Stabilitetomrade for Eulers framatmetod &r: | 14+ hX |[< 1. Egenvirdet A = —4 stéller
hogst krav och ger stabilitetsvillkoret h < % Eulers bakatmetod &r A-stabil och stéller
inget stabilitetsvillkor pa h.

2x1 + 2x123 + 2 2+ 2x3 0 211
ba) [ = wiry— 4wy + 3:3 J = 3x3xy —4+ 3 1
—22 4 3y — xlxs -1 —2:51 — a3 1 —3zir,
0
xo=1|01|, fo= O { —4 1 , x1=%0— Jo\Jfo
0
2 0 0 2 1
Ekvationssystem Jyso = fo< | 0 —4 1 | 59 = 0 S so=| —1
0 1 0 -1 —4
—1
X1 =Xg— S0 = 1
4

b) Det krévs tre iterationer ytterligare ty kvadratisk konvergens och 0.01 132 < 10710,

6a) En rimlig kvadraturformel bor vara exakt for den triviala integranden f(z) = 1. Sétter
man in den sa far man villkoret > "  o; = b — a.

6b) T(1) = L£(0) + L£(1), T@)Zif() Qf()+i(>
da: T(L) + LW dpedy (1) = Lp(0) + 2£(2) + L (1) — L(0) — Lf(1)
=+f0)+5f(3) + 3 f()somar Slmpsonsformel

Richardsonextrapolation ger



m(k+1) — x(k) + akd(k)
d®) = —V f(2*)

6z 6 0
2 2 - E =
b) f =327 +225—-6, Vf {4:[;2], H {O 4}

7 a) Sokmetod: { . Hir dr d® sokriktning och oy, steglingd.

For forsta iterationen har vi

2O = (1,17, Vf(=©®)= (6,47, d9=(-6,—4)T, Hd® = (-36,-16)".

Optimal stegliangd enligt formel: oy = —% = —5755 = %.

Forsta iterationen blir alltsa: 2 = 2 4+ apd©® = (1,1)T + £(-6, -4)" = £ (-4,9)7.
7c) Nivakurvorna ér ellipser centrerade kring origo med halvaxlarna langs koordinataxlarna.
Om man startar nagonstans pa halvaxlarna sa pekar negativa gradienten till origo och en
iteration krivs. Man kan t.ex. starta i (@ = (1,0)7.

8a) Eulers bakatmetod ger: y; = 3o + 0.1(=2y? + 0.1y1) = 1 — 0.2y} + 0.01y; dvs andra-
gradsekvationen 0.2y? + 0.99y; — 1 = 0.

b) Eulers framatmetod ger 3\” = 1+ 0.1(—2 + 0) = 0.8.

Tva successiva fixpunktsiterationer korrektorn (Eulers bakatmetod) ger nu:

gy =1401(-2-082+0.1-0.8) =0.88

g =140.1(=2-0.88% + 0.1 - 0.88) = 0.8539.



