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TENTAMEN 1
LINJAR ALGEBRA OCH NUMERISK ANALYS F1, TMA671
2005-01-10

DAG: Mandag 10 januari 2005 TID: 8.30 - 12.30 SAL: V

Ansvarig: Ivar Gustafsson, tel: 772 10 94 (ankn. 1094)
Forfragningar:  Christoffer Cromvik, tel: 073-9779268
Losningar: Anslas pa institutionen efter tentamen
Resultat: Anslas pa institutionen senast 24 januari

Tentan kan hdmtas i mottagningsrummet dagligen mellan 12.30-13
Betygsgranser: 30, 42, 54 av maximalt 60 poédng

Bonus (hogst 10 poéng) fran inldmningsuppgifter far tillgodordknas.
Hjalpmedel: Inga

lakttag foljande:

- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt sétt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall vl motiveras

LYCKA TILL!
Uppgift 1.
a) Vektorerna vy, vg, ..., vy 1 ett linjirt rum V' &r linjért oberoende. Bestdm dimensionen
hos det rum som spénns av vektorerna vy — vy, v9 — U3, ..., Ug_1 — U och vy — vy. (4p)

b) Lat M vara ett multiplan i R™ och z, y tva olika punkter i planet. Visa att M innehaller
linjen genom x och y, dvs alla punkter pa formen = +t(y — z), t € R. (4p)

Uppgift 2. Betrakta avbildningen F(ag + a1t + ast?) = 2a; + (ag — az)t + (a1 — ao)t? fran
P, till P,.

a) Bestdm matrisen fér avbildningen i standardbasen £ = {1, ¢, t*} for P,. (2p)

b) Betrakta basen B = {1, 1+, 1+t + t*} for P». Bestdm transformationsmatrisen
mellan baserna B och E och bestim med hjilp av den koordinaterna for ¢ = 2 — ¢ + 3t2 i
basen B. (3p)

c) Bestdm matrisen for avbildningen F' i basen B och bestdm koordinaterna for F'(q) i
basen B , dar q dr given i b-uppgiften. (4p)



Uppgift 3.

1 0 1 —1

o . o2 0 |12

Vi vill 16sa problemet min,||Ax — b5, med A = 5 0 0 och b= 5/2
01 -1 0

a) Los problemet med normalekvationerna. (2p)

b) Los problemet med QR-faktorisering. (4p)

¢) Om tredje kolonnen i A #ndras till [ 1 —2 2 —1]7 sa fungerar inte metoderna i a)
eller b). Ange en metod som ger 16sningen till problemet med minsta norm ||z[[y. Skriv
formellt upp l6sningen utan att géra nagra numeriska berikningar. (2p)

d) Bestdm de singulira virdena till matrisen A. (3p)

Uppgift 4. Los foljande system av differentialekvationer med diagonaliseringsmetoden.
(5p).

x’;(t) = —x1(t) — 2xo(t), 29(0) =2
5(t) = —2w5(t), 23(0) =0

Uppgift 5.

a) Anta att arctan(z) approximeras med x — % ndra x = 0. Teckna framat- och bakatfelet
i approximationen da x = 0.1. (2p)

b) I beriikningen i a)-uppgiften ingar delalgoritmen y = 3. Betrakta denna i ett flyt-
talssystem med ITEEE-standard. Undersék om algoritmen &r stabil. Du kan anta att x ar
ett exakt flyttal dvs fi(z) = z. (3p).

Uppgift 6. Betrakta foljande punkter i (x,y)-planet: (0,—2), (1,0), (2,0), (3,—1).

a) Lat y-vdrdena representera funktionsvirden av en funktion y = f(z) och bestdm en
approximation till integralen f03 f(z)dxr med trapetsformeln och steg h = 1. (2p)

b) Bestédm interpolationpolynomet genom punkterna. (3p)

c) Bestam en kvadratisk spline med noder i = 1 och x = 2 och som gar genom alla
punkterna. (4p)

Uppgift 7. Du ska anpassa parametrarna a och b i den ickelinjira modellen y(t) =

e~ + sin(bt) till métningar (¢;, y;), ¢ =1, ..., m med m > 2. Ange residual och Jacobian
samt teckna en iteration med Gauss-Newtons metod. (5p)

Uppgift 8.

a) Betrakta differentialekvationen 3y’ = —y® + ¢?, y(0) = 1. Anvind Eulers bakatmetod

och steglingd h = 0.1 for att approximera l6sningen i punkten ¢ = 0.1. Visa att detta leder
till en ekvation pa formen 0.12® + 2 — 1.001 = 0. (3p)

b) Bestam stabilitetsomradet for metoden i a-uppgiften om man gor en fixpunktsiteration
i aktuell ekvation med start fran det véarde som Eulers framatmetod ger. Avgor genom en
(grov) uppskattning om metoden &r stabil for problemet i a-uppgiften med vald steglédngd.

(5p)
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1a) Totala méngden ér linjirt beroende eftersom summan av dem (v; —vg)+ (v —v3)+ ... +
(g — v1) = 0, dimensionen &r alltsa < k — 1. De k — 1 forsta &r linjart oberoende ty

k—1
Zi:l Oti(’Ui — vi—i—l) =0 v + (042 — Ozl)vg + ... + (ak—l — Olk_g)vk_l —ap_1v = 0
och eftersom vy, vy, ..., vy &r linjart oberoende sa giller a7 = 0, as —a; =0 = ay =
0, (&3 — 062) =0=a3=0, ..., a1 =0vs.v.

b)reM e x=xy+x, 11 €U ochy e M < x5+ 1y, yi € U dér U ar ett underrum.
Da géller z +t(y —x) = xg+x1 + t(xo+y1 — 2o — 1) = 2o + 21 + t(y1 — 1) = T + 2 med
z=x1+tlyr —x1) €U ty 2 = (1 — t)zy + ty; med x1 och y; i underrummet U.

2a) Fe)) =t =eq, Fey) =2+1%>=2e; +e3, Flez) = —t — 12 = —ey — e3.

02 0
Matrisen blir M = | 1 0 -1
01 —1
1 11
b) by = €1, by = e+ ey, b3 =€ +e3+e3 = Pg = 01 1]. Ft')rqgétller [Q]E:
0 01

[2 —1 3]" och koordinattransformationen blir Pg[q|p = [¢]g. Detta ér ett uppat triangulért
system som litt 1oses till [¢]p = [3 —4 3|T.
c) F(by)=t=0by—by, F(by) =2+ 1+t =0y + b3, F(bz) =2 =2b,.

-1 1 2
M = 1 0 0 |. Alternativt kan M’ bestimmas genom M’ = Pz' M Pg.
0 10
[F(9))p = M'[g]p = [-1 3 —4]"
5 0 1 4 1
3a) ATA=[0 5 —1|,ATh=| 1 |, ATAe=ATbsz=| 0
1 -1 2 —1 —1

b) De tva forsta kolonnerna &r ortogonala. Gram-Schmidt pa tredje ger
(1,0,0,—1)" — 2(1,0,2,0)" + £(0,2,0,1)" = (2,1, -1, —-2)".
Med normerade kolonner far vi matrisen

1 2
. 2
73 G 2
Q=1 o, ¥ VO | R=QTA=| 0 V5 —L | ochQTb= <= |. Losnin-
sV TUm 0o o A %
1 2 /10 VAT
0 % 7o Vo vio
1
gen ges av triangulira systemet Rr = Qb och blir x = 0
-1



c) Kompakt SVD: A = U, %, Vi, Losning x = VX 1UTb dér v = 2 eftersom rang(A) = 2.
d) De singuldra virdena till A &r roten ur egenvirdena till ATA, given i svaret till a-

uppgiften. Karakteristiska ekvationen blir
(5-M)22=A) = (=X = (5-A) = (5= AN)(A\2=TA+8) med rotter 5, I+ Y7, Singuliira

virdena dr alltsa v/5, \/% + @, I- @

2 11 -1 0 0
4) Systemet kan skrivas2’ = Azmed A=— | 1 2 0 |. EgenviardeniD=1| 0 -3 0
0 0 2 0o 0 -2
-1 1 0
egenvektorer i P = 1 1 -1
0 0 1
-1 1 0
Losningen kan skrivas = cie™t | 1 +ee 3| 1 | +e3e7? | —1 |. Begynnelsevil-
0 0 1
0 -1 1 0 c1 0 1
lkoret x(0) = | 2 | ger ekvationssystem | 1 1 -1 o|l=12|=c=|1
0 0 0 1 C3 0 0
—1 1
och I6sningen blirdd z =et | 1 | +e 3| 1
0 0

5a) Framatfelet 0.1 — OTIS — arctan(0.1), bakatfelet tan(0.1 — %) —0.1

b) fl(z?) = 22(1+61), fl(z®) = 23(1+61)(1+6,), fl(2®) = 73 diir T = 2((1+01)(1+02)) "3,
med |0;] < p. Eftersom (1 +6)/% =1+ 6/3 + O(p?) kan vi skriva 7 = x(1 + §;/3)(1 +
02/3) + O(p?) = x(1 + 61/3 + 62/3) + O(p?). Vi far alltsa [==%| < 24 och algoritmen &r
didrmed visad vara stabil.

6a). T(1) =1(-2/2—-1/2) = —3/2

b) Ansétt ps(z) = a+bx + cx(r — 1) + dx(z — 1)(z — 2), p3(0) = —2=a= -2
p3(1)=0=b=2, p3(2) =0=c=—1, p3s(3)=—-1=d=1/6

dvs ps(z) = =2+ 2z — z(z — 1) + ga(z — 1)(z — 2).

c) Lat splinen vara s(z) = s1, 0 <2 <1, s(x) =592, 1 <2 <2, s(x)=s3 2<z<3.
Vi villjer s, = 0 och bestdmmer de andra delarna. Lat s; = a(z — 1) + b(z — 1)? med
si(z) = a+ 2b(x — 1). Villkoren ger sj(1) =0 = a =0, 5(0) = =2 = b = —2 dvs
s; = —2(z — 1)%. Pa liknande siitt ger ansatsen s3 = c(z — 2) + d(z — 2)? och villkoren att
c=0och d=—1dvs s3 = —(z — 2)? och alla spline-delarna #r bestimda.



fi
7. Residualvektor F' = | " | dér f; = e" % + sin(bt;) — ;.

fm
—tie= ™ tycos(bty)

Jakobian J =

—tme % t,cos(bty,)

Gauss-Newton: { Z ] = [ Z } —I—{ Zl ] , dar { Zl ] ar 16sning till 6verbestamt linjéart
k+1 k 2 1k 2 1k

ekvationssystem: Jj { Zl ] = —F}, dar Jy = J(ag, b)), Fr = F(ag,by).
2 1k

8a) y1 = yo + 0.1(—y; + 0.1%) = 1 — 0.1y} + 0.001 dvs med y; = z har vi ekvationen
0.12° + z = 1.001 = 0.

b) Pa testproblemet far vi: y,(gzl = Y + hAyg, y,(clﬁl =y, + h/\y,(gzl = yr +hA(yr +hAyr) =
[14+ A+ (hN)?]ys.

Stabilitetomradet blir alltsa {z € C;| 1+ 2z + 22 [< 1}.

f; = -3y’ med y < 1dvs -3 < fé < 0 med —0.3 < z:hfé <0=[1+2+2% <
|1 —0.3+0.09] < 1 dvs stabilt.



