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LYCKA TILL!

Uppgift 1.

a) Avgor om H C V ér ett underrum till det linjara rummet V' om

(i) V = C(R), méngden av kontinuerliga funktioner pa R och

H={feV; f(-t) = f(t) Vt € R} (1p)

(ii)) V = R™", mingden av alla reella n x n-matriser och

H &r méngden av uppat triangulira reella matriser (1p)

(iii) V. =C([0,1)) och H ={f € V; f(0) =1} (1p)

(iv) V.= R™" och H = {A € V; > a; = 0} (diagonalelementen summerar till 0).
(1p)

b) Lat H; och H, vara underrum i det linjdra rummet V' med skaldrprodukt. Visa att
(Hy + Hy)" = Hi 0 H} (4p)

Anm. Rummet H; + Hj definieras som Hy + Hy = {hy + ho; hy € Hy,hy € Hy}

Uppgift 2.

Lat T': P, — P, vara den linjdra avbildningen T'(p(t)) = tp'(t + 1) + p(t), Vp € Ps.

a) Bestdm matrisen fér avbildningen 7' i basen {1, ¢, t*}. (3p)

b) Ange alla egenviirden och egenvektorer till avbildningen 7. (2p)



Uppgift 3.

a) Gor en full QR-faktorisering av matrisen A = (5p)

S = O =
_— O = O
O~ = O

b) Anvind @) R-faktoriseringen i a-uppgiften for att ange e
Nul(AT). (2p)

bas for Col(A) och en bas for

=

Uppgift 4.
a) Los foljande system av differentialekvationer med diagonaliseringsmetoden: (4p)
Ill(t) = —2:1;1(t), 331(0) =1
J)Ql(t) = —4$1(t) — 65C2(t), I’Q(O) =1
/ _ —
T3 (t) = —3$3(t), ZCg(O) =1

b) Vad blir det for problem med diagonaliseringsmetoden om forsta ekvationen #ndras
till 1/ (t) = —2x1(t) + 22(t)? (2p)

¢) Undersok om problemet i a-uppgiften &r stabilt. (1p)

d) Antag att du vill anvéinda Eulers framatmetod for att losa problemet i b-uppgiften. Ge
ett villkor pa steglingden h sa att metoden blir stabil. (3p)

Uppgift 5. Vi vill 16sa ekvationen 222 + z — 2.99 = 0 med Newtons metod.

a) En rot ligger ndra z* = 1. Anvind den informationen for att bestdmma konvergensor-
dning och (approximativt) asymptotisk felkonstant vid konvergens mot roten. (3p)

b) Mer noggrant géller att x* = 0.99800 med fem korrekta decimaler. Anvind den infor-
mationen och a-uppgiften for att avgéra hur manga iterationer det kommer att behovas
fran startapproximation o = 1 for att bestimma z* med 10 korrekta decimaler. (3p)

Uppgift 6. Lat (¢;,y;), i =1, 2, 3 vara tre olika punkter i planet.

a) Visa att det finns exakt ett polynom p av grad <= 2 dvs p € P, som gar genom
punkterna, dvs sadant att p(t;) = v;, ¢ = 1, 2, 3. Detta polynom kallas interpolation-
spolynomet. (5p)

Ledning: Visa att polynomen p; (t) = ~=2U=t) ) (1) = (@_hﬂ och

T (ti—t2)(ti—t3)? P2 to—t1)(t2—t3)
t—t)(t—t2) .
ps(t) = % ar bas for P,.
b) Ta fram interpolationspolynomet pa Newtons form da punkterna &r (0,0), (1,2) och

(2,3). (4p)



Uppgift 7. Betrakta problemet att minimera funktionen f(z,z2) = 22?7 + 23 + 4 utan
bivillkor, med kénd 16sning z* = (0, 0).

a) Ange formeln for Steepest Descent-metoden for att 16sa problemet, tala speciellt om
vad som &r sokriktning och vad som &r steglangd. (2p)

b) Gor en iteration fran xy = (1,1). Bestdm steglingden exakt genom att anvinda aktuell
formel for kvadratisk objektfunktion. (4p)

c) Ta fram en startpunkt, som ger l6sningen med en iteration av Steepest Descent-metoden
pa aktuellt problem. (2p)

Uppgift 8. Vi vill 16sa foljande differentialekvation numeriskt:

y'+2y=2t,y(0) =0, y'(1) = 1.

a) Skriv om problemet till ett system av forsta ordningen. (1p)

b) Formulera inskjutningsmetoden for att 16sa problemet. (3p)

¢) Skriv upp en lamplig metod att losa den ekvation som inskjutningsmetoden ger upphov
till. (3p)
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la) (i) Ja, summan av tva jimna funktioner &r jimn, konstant ganger jaimn funktion &r
jamn, nollfunktionen &r jamn.

(ii) Ja, summan av tva uppat trianguldra matriser &r uppat triangulér, konstant ganger
uppat trianguldr matris &r uppat triangulédr, nollmatrisen 4r uppat triangular.

(iii) Nej, summan av tva funktioner som &r 1 i punkten 0 &r inte 1 i punkten 0.

(iv) Ja, med Sp(A) = > | a;; géller Sp(A + B) = Sp(A) + Sp(B) =0+ 0 =0,

Sp(cA) = cSp(A) =0, Sp(0) = 0.

b) Ta z € (H; + Hy)*. DA &r x ortogonal mot hy + hy diir hy € Hy och hy € H.

dvs <z,h1+hy >=0&<zx,hy >+ <x,hy >=0,Vhy € H{,Vhy € Hs.

Speciellt géller fér hy = 0 att < x,hy >= 0 dvs z € H; och

for hy = 0 gilller att < 2,h; >=0dvs z € H{.

z ligger alltsa i bade Hi- och Hy dvs x € Hi- N Hy-.

Omviindningen; att x € Hi N Hy = x € (H; + H,)* visas pa analogt siitt.

20) T() =1, T(t) =t +t=2t, T(t?) =t -2(t + 1) +t* = 3t* + 2t.
1 00
Matrisen blir M = [ 0 2 2
00 3
b) Egenvirden till M finns pa diagonalen dvs 1, 2 och 3.
Egenvektorer till matrisen M &r resp. (1,0,0)%, (0,1,0)" och (0,2,1)T, som motsvarar
resp. egenvektorer till avbildningen T: 1, ¢ och 2t 4 ¢2.

3a) De tva forsta kolonnerna &r ortogonala. Gram-Schmidt pa tredje ger

(0,1,1,0)7 — %(1,0, 1,0)T — %(0, 1,0,1)T = %(—1, 1,1,-1)T.

Utga fran en fjirde kolonn som ir linjért oberoende med de tre givna exempelvis (1,0,0,0)”
och ortogonalisera den mot de tre givna med Gram-Schmidt:

(1,0,0,0)" — 4(1,0,1,0)" + 3(-1,1,1,-1)" = 1(1,1, -1, -1)".

Med normerade kolonner far vi matrisen

1 1 1

20T V20

o L LI 1 1
Q=1 ¥ 7 ¥lochr=qra=| " V2 3

AR 00

0 % -1 -1 0 0 0

b) De tre for
for Nul(AT)

ta kolonnerna i @) utgar bas for C'ol(A) och den sista kolonnen i @) utgér bas

w0



4a) Egenvirden och egenvektorer beridknas. Egenvérdena ér pa diagonalen,
/\1 = —2, )\2 = —6 och Ag =-3

med egenvektorer, som fas genom losning av resp. homogent ekvationssystem
(A= XNDv; =0: vy = (1,-1,0)", vy = (0,1,0) och vz = (0,0,1)T.
Losningsformeln &r sedan

1 0 0
T = 1My 4 ey + c5eMtug = cre | =1 | e | 1 | +ese | 0
0 0 1

Koefficienterna c¢;, ¢y och c3 bestdms fran begynnelsevillkoren genom ekvationssystemet
100 c1 1

-1 10 co | = | 1 |,medlésning c; =1, co =2, c3=1.
0 01 c3 1
1 0 0
Losningen blir alltsda o =e 20 | —1 | +2e7 % | 1 | +e3 | 0
0 0 1

4b) Egenvirdena blir nu A\; = —4, Ay = —4 och A3 = —3. Det dubbla egenviirdet A = —4
har egenvektor (1,—2,0)7, som spénner rum av dimension = 1 < 2 = multipiciteten hos
egenvirdet. Matrisen ér da inte diagonaliserbar.

4c) Alla egenvirden har realdel < 0, alltsa dr problemet stabilt.

4d) Stabilitetsomradet for Eulers framatmetod &r en cirkelskiva i komplexa planet med
centrum i (—1,0) och med radie 1. For stabilitet kréivs att h\; tillhor stabilitetsomradet
for alla egenvirden A;. Storst krav stéller har A\ = Ay = —4 och villkoret blir AA; > —2
som ger h < 0.5.

5a) f' =4z + 1 med f’ # 0 ndra 2* = 1 dvs enkelrot. Konvergensordningen &r da 2.
Asymptotiska felkonstanten C' = %H’}l,,((;:))“ R % . % =04

b) Successiva fel i approximationerna blir enligt férutsidttningar och a-uppgiften:
€0~02-1072 6 ~04-6a~0016-107*=1.6-10"% e ~04- e ~1.024-107"? dvs

tva iterationer racker.

6a) Bevis av ledningen: Vi har tre funktioner i ett tredimensionellt rum, det récker att
visa att de &r linjart oberoende. Vi vill alltsa visa att om c1p;(t) + copa(t) + cs3ps(t) = 0 Vi
sd ir ¢; = cg = c3 = 0. VAalj t = t; sa foljer c1py(t1) + copa(ty) + c3ps(t1) = ¢1 + 04 0 och
for att detta uttryck ska vara 0 s4 maste ¢; = 0. Pa samma sétt visas att c; = 0 genom
att sétta in t = t5 och att ¢ = 0 genom att sétta in t = ts.

Nu géller fran definitionen av basfunktionerna att p(t) = y1p1(t)+y2p2(t) +ysps(t) uppfyller
interpolationskraven p(t;) = vy;, i = 1,2,3 och att p ar entydigt foljer av att {p1, p2, p3}
ar bas.



6b) Ansitt enligt Newton: p = ¢ + co(t — t1) + c3(t — t1)(t — t2). Interpolationskraven ger
ekvationsssystem:

1 00 1 0
110 co | = | 2 | med l6sning ¢; = 0, co = 2, c3 = —0.5 och polynomet blir
12 2 3 3

alltsa p(t) = 2t — 0.5¢(t — 1).
m(k+1) — x(k) + akd(k)
d®) = —V f(2*)

4z 40
2 2 1
b) f=2z7+23+4, Vf [22]7 H {0 2].

7 a) Sokmetod: { . Hir #r d® sokriktning och oy, steglingd.

For forsta iterationen har vi
x(O) = (17 1)T7 Vf(x(())) = (47 2)T7 d(O) = (_47 _2)T7 Hd(O) = (_167 _4)T
_Vi@O)Td® 20 _ 5

Optimal stegliangd enligt formel: oy = L) = = 13-

Forsta iterationen blir alltsa: 2V = 2 4+ aod® = (1,1)7 + & (-4, -2)7 = §(-1,4).
7c) Nivakurvorna ér ellipser centrerade kring origo med halvaxlarna langs koordinataxlarna.
Om man startar nagonstans pa halvaxlarna sa pekar negativa gradienten till origo och en

iteration kriivs. Man kan t.ex. starta i 2(® = (1,0)7.

v =y
. ygl =2t — 2y1
8a) Systemet blir
) 5y 1(0) =0
(1) =1
Y’ = vo
L : ) : Yo' =2t — 2,
b) Inskjutningsmetoden innebér att skriva problemet som (0) =0
1(0) =
y2(0) =5

och 16sa ekvationen: ¢(s) = y2(1,s) —1=0.
c¢) Sekantmetoden for att 16sa ¢(s) = 0 blir:
(2(Lse)=D(sh=sk-1) L _ 1 9

) (o) .. med tva startskott sg och sy

Sk+1 = Sk —



