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lakttag foljande:

- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt satt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall vil motiveras

LYCKA TILL!

Uppgift 1.
a) Lat U; och Uy vara underrum i det linjara rummet V.
Visa att Uy + Uy = {ug 4+ ug; uy € Uy, ug € Us} ér ett underrum i V. (4p)

1 2 2 3 112 0

b)Lat A=|3 2 2 1 |ochB=|1 2 2 3 |. Undersok om Nul(A) och Nul(B)
2110 21 4 -3

har nigon gemensam vektor # 0 i R*. (4p)

Uppgift 2.

a) Lat u € V| ett linjart rum med skaldrprodukt < -, - > och motsvarande norm || - ||. Lat

{e;}%_, vara ON-bas for ett underrum U till V. Visa att 3.5 | < u,e; >2<|| u || (3p)
b) Lat u # 0 och v # 0 vara tva vektorer i ett linjart rum med skaldrprodukt, sadana att
|| wl|=]] v||=|| ©w—wv . Bestam vinkeln mellan u och v. (3p)

11
c¢) Bestam en kompakt QR-faktorisering av matrisen A= | 0 1 |. (3p)
10



Uppgift 3. Betrakta avbildningen F'(ag + a1t + ast?) = as + (ap + ay — as)t + 2aet? fran
PQ till P2.

a) Bestdm matrisen for avbildningen i standardbasen E = {1, t, t*} for P. (2p)

b) Betrakta basen B = {1, 1+, 1+t + t*} for P. Bestdm transformationsmatrisen
mellan baserna B och E och bestdm med hjilp av den koordinaterna for ¢ = 3 — 2t + 4t2
i basen B. (3p)

c) Bestam matrisen for avbildningen F' i basen B och bestdm koordinaterna for F(q) i
basen B, dir q dr given i b-uppgiften. (4p)

Uppgift 4.
a) Los foljande system av differentialekvationer med diagonaliseringsmetoden. (4p).

) (t) = —2x1(t) — xo(t), x1(0)=1

xh(t) = —x1(t) — 2xa(t), 22(0) =1

xh(t) = —3z3(t), x3(0) =2
b) Vad blir det fér problem med diagonaliseringsmetoden om andra ekvationen i a-uppgiften
dndras till 24 (t) = —2x9(t)? Motivera ordentligt! (2p)
c) Foresla en numerisk metod som klarar av att losa b-uppgiften. Vélj en steglingd for
metoden och berikna ett steg. Blir det nagra stabilitetsproblem? (4p)

Uppgift 5. Betrakta algoritmen y = ;% 1 ett flyttalssystem med IEEE-standard. Indata
a,b och ¢ antas vara flyttal dvs Du behover inte ta hinsyn till felen da dessa lagras i
flyttalssystemet. Genomfor framatanalys och bakatanalys for algoritmen samt konstatera
om den &r stabil eller inte. (6p)

Uppgift 6.

a) Definiera vad som menas med konvergensordning och asymptotisk felkonstant hos en
metod for ekvationslosning i en variabel. (3p)

b) Ange konvergenshastighet och asymptotisk felkonstant hos Newtons metod, dels for
enkelrot, dels for multipelrot med multiplicitet m. (2p)

Uppgift 7. Vid studiet av en viss larv dr man intresserad av sambandet mellan larvens
vikt W och dess syrekonsumtion R. Av biologiska skil géller sambandet R = bW ® och
man onskar bestdmma parametrarna a och b genom att anpassa till uppmétta data

(Ri, W), i=1, ..., m.

a) Linjarisera modellen och ange hur linjar minsta-kvadrat anpassning kan anvéndas. Skriv
upp ekvationssystemet som man far att 16sa. (3p)

b) Behall den ursprungliga modellen och anvind icke-linjar minsta-kvadrat anpassning.
Ange residual och Jakobian, med explicit angivande av ingaende derivator. Satt upp Gauss-
Newtons metod for att 16sa problemet. Hur kan man fa lamplig startapproximation? (4p)

Uppgift 8. Betrakta differentialekvationen
{ y' =y —2y05) +yO)¥) -2, 0<t<5

y(0) =0, y(0)=1
Skriv om problemet som system av forsta ordningen och 16s problemet med inskjutningsme-
toden map randvérdena y'(5) och y(5). Ange den ekvation som ska l6sas och formulera en
lamplig iterativ 16sningsmetod for ekvationen. (6p)
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1a) 1.0eU;+U; ty 0 =0+ 0med 0 € U; och 0 € Us.

2. Latwue U +Usochv € Uy +U; dvs v = uy + us med u; € Uy och uy € Us och
v =1v+vy med vy € Uy och vy € Uy. Dadir u+v = uy +ug +v1 +v9 = (ug +v1) + (uz +v2)
med u; +v1 € Uy och ug +v9 € Uy dvs u+v € Uy + Us.

3. Med o € R har vi au = a(u; + us) = auy + auy dir auy € Uy och auy € Uy dvs
au € Uy + Us,.

12 2 3
b) Radreducering av A ger | 0 —4 —4 —8 |. Homogena systemet Az = 0 har 16sning
0O 0 0 O
1120
x = [s,—2s—t,t,s]. Radreduceringav Bger | 0 1 0 3 |. Homogena systemet By =0
0000
har 16sning y = [—2t + 3s, —3s,t, s]. Gemensam vektor finns om s och t kan véljas, inte
bada = 0, sa att x = y. Vi far ett ekvationssystem med de tva ekvationerna s = 3s — 2t
och —2s —t = —3s som #r singulart, alltsa finns icke-trivial 16sning. Exempelvis kan vi ta

s =t =1. Den gemensamma vektorn fér de bada nollrummen ar da z =y = [1,—-3,1,1].

2a) Bésta approximation till w i U ar u = Zle < u,e; > e;, med u — 4 ortogonal mot 4.
Pythagoras sats ger || @ ||<|| u ||&] @ ||*= Zle < u,e; >2<|| u ||, ty ON-bas.
b) u—v|[’=<u-—viu—v>=[u|*+|v|*-2<uv>

dvs 2 <u,o>=[[u|*+ [ v]? = | u—v|*=] w|*=] u ||| v |, enligt forutsittningen.
Definition av vinkel ger cos 6 = m =1 ochf=1.

c¢) Ortogonalisera den andra kolonnen mot den forsta med Gram-Schmidt’s metod:

1 1 0.5 1/vV2 1/V6
as= |1 |- 0= 1 . Normalisering av kolonnerna ger da ) = 0 2//6
0 1 —-0.5 1/vV2 —1/v6
[ v2 V2
-0 ]



3a) Fe)) =t+2t* = ey +2e3, Fex) =t =¢e9, Fez) =1—t=¢e; — es.
0 0 1

M=111 -1

2 0 0

b) b1:€1, b2:€1+62, b3:€1+€2+63:>PB: . Férqgéller {Q]E:

S O =
— =

1
1
0
[3 =2 4]7 och koordinattransformationen blir Pg[q]p = [q]g. Detta éir ett uppét triangulirt

system som litt 1oses till [g]p =[5 —6 4]T.
C) F(b1> = t+2t2 = 2b3—b2—b1, F(bg) = 2t+2t2 = 2b3—2b1, F(bg) = 1+t+2t2 = ng—bg.

-1 -2 0
M' =] -1 0 -1 |. Alternativt kan M’ bestimmas genom M’ = P5' M Pp.
2 2 2
[F(q)]p=M'glp=1[7 -9 6]".
210 -1 0
4a) Systemet kan skrivas 2’ = Azmed A=— | 1 2 0 |. EgenvirdeniD=| 0 -3
00 3 0 0
-1 10
egenvektorer i P = 1 10
0 01
-1 1] [0 ]
Losningen kan skrivas z = cie™* | 1 | 4 e8| 1 | +e3¢73 | 0 |. Begynnelsevillko-
0 0 1]
1 -1 10][a [ 1] 0
ret z(0) = | 1 | ger ekvationssystem | 1 1 0 co |l =111 =c=|1] och
2 0 0 1] |e | 2 | 2
1
16sningen blir da z = e 3t | 1
2
210 -2 0 0 110
b)A=—-10 2 0| med D = 0 =2 0 | ochP= |0 0 0|, som inte ar
00 3 0O 0 -3 0 01
inverterbar.
c¢) Eulers framatmetod gar bra. VAilj steglangd h = 0.1. Vi far da xp11 = xp + hAz
1 1 -2 -1 0 1 0.7
wo=|11, ;m=|1]+01] 0 =2 o0 1]=108
2 2 0O 0 -3 2 1.4

Det blir inga stabilitetsproblem om h viljs tillréckligt litet, h < %



5) Framatanalys: fl(;3;) = % med | ¢ |< p, ¢ =1, 2 dér p &r avrundningsenheten

(maskintalet). Vi far da fl(;%) = 351+ e)(1+a)™' = 35 (1 + &)1 —a + O(1?)).
For relativa framatfelet F, far vi alltsa F, = M = e9—€;+0(u?) och uppskattningen

i norm blir | F, |< 2u + O(u?), dvs framatfelet ar alltld litet.

_a(l4e) a(l+e€2)
Bakatanalys: fl(b+c) - (b+c)(142r61) b(l+61)+6?1+61) b+c

diir a = a(l+e), b=">b(1+¢) och é=c(1+¢).
Resultatet motsvarar alltsa de relativa felen i indata enligt: | “—* [=| e |< p,

| % b-b |=] €1 |< p, ] ¢ |=| €1 |< p. Bakatfelen ar alltsa sma och algoritmen dr stabil.

6a) Storsta mojliga tal ¢ sa att limg_. ‘T;:j;ﬁq‘ < C < oo, dir z* dr exakta 16sningen och

x) approximationer, &r metodens konvergensordning och C' &r asymptotlska felkonstanten.
b) Newtons metod har konvergensordning 2 med felkonstant 2 2 |7 i (x 5 | for enkelrot och

konvergensordning 1 med felkonstant mm1 vid multipelrot med multlphcltet m.

7 a) R; = bW?. Linjirisering: In(R;) = b+ a In(W;), med b = In(b)

Overbestamt linjirt ekvationssystem: in(W2) 1 { Z ] = In(Tt) . Aterfrans-
In(Wy,) 1 In(R,)

formera b = e?.
—b In(Wy) W =W
b) Residualer f; = Ri—bW¢, F =[f1 fo ... fu]'. Jakobian J = —b In(Wa)Wg  —Wj

—b In(W,)We —We

Gauss-Newton: { Z ] = [ Z } —1—{ 31 ] , dar { 21 ] ar 16sning till 6verbestdmt linjért
k+1 k 2 1k 2 1k

ekvationssystem: .Jj, { Zl ] = —F, dir J, = J(ag, b)), Fy = F(ay, bi).
2 1k

Starta med losningen fran linjériserat problem enligt a-uppgiften.

Y1 =12
- —
8) Sitt a = —2y/(5)+y(5) och skriv pa systemform genom y; =y, yo = - 32(6) (31 +a)yz —2)
1(0) =
y2(0) =1
Inskjutning pa a innebér att 16sa ekvationen ¢(a) = 0 dir ¢(a) = a + 2y2(5,a) — y1(5, a)

Ekvationen ¢(a) = 0 kan lsas med sekantmetoden, som blir

App1 = ap — %, k=1, 2, .... I varje iteration i sekantmetoden maste man losa

ode-problemet for att fa nya virden pa y»(5, ax) och y;1(5, ax).



