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TENTAMEN 1
LINJAR ALGEBRA OCH NUMERISK ANALYS F1, TMA671
2002-08-30

DAG: Fredag 30 augusti 2002 TID: 8.45 - 12.45 SAL: V

Ansvarig: Ivar Gustafsson, tel: 772 10 94 (ankn. 1094)
Forfragningar:  Ivar Gustafsson, &ven mobil: 070-5335450
Losningar: Anslas pa institutionen efter tentamen
Resultat: Anslas pa institutionen senast 23 september

Tentan kan hdmtas i mottagningsrummet dagligen mellan 12.30-13

Resultatet kan far per telefon 772 3509, dagligen efter kl 14
Betygsgrédnser: 30, 42, 54 av maximalt 60 poing

Bonus (hogst 10 podng) fran inlimningsuppgifter far tillgodoridknas.
Hjalpmedel: Inga

lakttag foljande:

- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt sitt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall val motiveras

LYCKA TILL!

Uppgift 1
a) Lat U vara ett underrum till det linjira rummet V och 14t U+ vara ortogonala kom-
plementet till U. Visa att féljande tva egenskaper dr ekvivalenta for vektorer u € V' och
u e U:
(i) u—u €U+
(i) | v — ' [[<]| v —w |,Yw € U (6p)
b) Tillimpning pa a-uppgiften: Lat U vara det underrum i R* som definieras av
T+ 21’3 — Ty = 0
{ 2[L‘1+$2—l’3:0
Bestdm map standardskaldrprodukten bésta approximation v’ € U till
u=(2,025,0, —1). (3p)
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a) Ta fram en faktorisering PA = LU, dir P star for systematiska (stabila) radbyten vid
Gausselimineringen. Ange explicit P, L och U. (4p)

b) Bestdm rang(A), girna med hjilp av resultatet i a)-uppgiften. (2p)

c) Bestdm en bas for nollrummet N(A), gédrna med hjalp av resultatet fran a)-uppgiften.
(2p)

Uppgift 3. Lat P, var det linjdra rummet av polynom p av grad < n, med bas {1, z, ..., 2"}.
Betrakta avbildningarna F' och G definierade genom

(Fp)(z) = 2%p(3)

Gp = p' (derivering)

a) Visa att F' &r en linjar avbildning fran P; till . (2p)

b) Bestdm matrisen for den sammansatta avbildningen GF fran Ps till P, (i angiven bas).
(5p)

c) Ar den sammansatta avbildningen GF' inverterbar? Motivera! (1p)

Uppgift 4

a) Ange hur en singulérvirdesuppdelning (SVD) av en m x n-matris A med rangr <n < m
ser ut. (3p)

b) Visa genom att betrakta diagonalisering av AT A att de singulira viirdena till A #r roten
ur egenvirdena till ATA. (3p)

c¢) Hur kan det storsta singuldra virdet av A bestdmmas med potensmetoden? Hur hénger
den vektor, som potensmetoden itererar fram, ihop med SVD-faktorerna? (3p)

Uppgift 2. Betrakta matrisen A =

O N =

Uppgift 5. En kalkylator arbetar med sexsiffrig decimal aritmetik och korrekt avrund-
ning. Kalkylatorn klarar dven att ge sex korrekta siffror i virdena for enkla matematiska
funktioner bland annat /.

a) Vad blir pa denna kalkylator /4318 — /43177 Uppskatta absoluta och relativa fe-
lens grianser. (2p) Hjélpresultat: Foljande korrekt avrundade virden géller: /4318 =
65.7115, /4317 = 65.7039

b) Skriv om uttrycket i a)-uppgiften sa att det kan beriiknas med béttre noggrannhet och
genomfor utrdkningen sa som kalkylatorn skulle ha gjort det. Uppskatta absoluta och rel-
ativa felen samt ange svar med felgrins. (4p) Hjilpresultat: Foljande korrekt avrundade
virde galler: = 0.00760948

Uppgift 6

a) Gor tva iterationer med Steepest Descent-metoden pa problemet att minimera funktio-
nen f(z) =5z} + x1x9 4+ 0.523 — 1. Starta i origo. (4p)

b) Hur manga iterationer skulle det kridvas med Newtons metod pa problemet i a)-uppgiften
om man startar i origo? Motivera! (1p)

c) Hirled Gauss-Newtons metod for 16sning av 6verbestdmda icke-linjéara ekvationssystem.

(4p)

1
131.415



Uppgift 7

a) Skriv upp prediktor /korrektor-metoden:

(p) Euler framat (k) Trapetsmetoden

for ett begynnelsevirdesproblem for ett system av ordinéra differentialekvationer. (2p)
b) Vilken explicit metod far man om man endast gor en fixpunktsiteration i korrektorn i
a)-uppgiften? (3p)

Uppgift 8. Betrakta foljande tva-punkts randvérdesproblem med given funktion f(z):
y'+2) =3y =f(z), 0<z<1

y(0)=1y(1)=2

Formulera en numerisk metod att 16sa problemet som bygger pa centraldifferens av deriva-
torna. Skissa det linjira ekvationssystem som man ska l6sa for att fa fram approximationen.

(6p)
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1 a) Se LAT, sid 35.
10 2 -1 + [60 3
b)A_[22—1 o]’AA_[o 9]”4“_[4.5}

Systemet AATz = Au har 16sning z = 1/2 ] med v’ = ATz = (3/2, 1, 1/2, —1/2) och

1/2
svaret v’ =u —u” = (1/2, —3/4, —1/2 —1/2
1 0 2 2 1 1 3 2 1 3
2a) |21 3 i 10 elim 0—1/2 1/2 Jif 0o 1 -1
01 -1 01 — 0 1 —1 0 —1/2 1/2
lim 21 3 1 0
¢ 01 -1|=U L=1| 0 1 0
00 0 1/2 —1/2 1
1 00 010 010
P="r. 0 01 1 00[=[001
010 001 1 00
b) rang(A) = dim V(A) = 2 ty 2 linjért oberoende kolonner i U.
-2 —2
c) Los Uz = 0: Ger parameterlosning x =s | 1 |, dvs som bas kan vi ta 1
1 1

3a)p=atbr+c’c Py, Fp=ar’+br+cch

0
Avbildningens matris: Fe; = e3, Feg =e9, Fes=e;dvs A= | 0
1

O = O
S O =

A &r en (linjir) matris sa avbildningen ar linjér.
b) Avbildningen G’s matris: Ge; = 0, Gey = ey, Geg = 2e,, dvs B = [ 8 ) 2 }

Sammansatta avbildningens matris BA = 010 ]

200
c) BA ¢j inverterbar matris alltsa dr avbildningen inte inverterbar.



4a)A:UEVT:[U1 UQ] 0 0 VT
2

n x n matriser. U; och V; har lika manga kolonner som rangen r av A. ¥, ar en diagonal-
matris med de positiva singulédra vardena oy, o9, ..., o0, i diagonalen.

b) ATA =VXTUTUSVT = VETYVT | diagonalisering med egenviirdena till ATA i XT3,
dvs egenviirdena till ATA &r 02, i =1, 2, ..., n.

c) Potensmetoden pa AT A ger 0%, dir o &r storsta singuldra viirde. Vektorn blir motsvarande
kolonn i V, dvs den forsta.

5a)y = 4318—+/4317 = 65.7115—65.7039 = 0.00764-10~* med relativt fel 10~*/0.0076 <

1.3-1072.
1 . . V/A318—/4317)(v/4318++/4317
b) Forling med konjugatkvantiteten: y = ( mﬁ \/437+ ) = mi T

s = 0.00760948.
Relativ felgrins ~ 0.6 - 1073/131 < 4.6 - 10~°
Absolut felgréins ~ 0.0076 - 4.6 - 1076 < 3.5- 1078

Svaret kan anges: y = 0.00760948 4= 4 - 108

6 a) 2+ = 20 1 0, d®) | oy, dr steglingd och d® #r sokriktning.
SD: d® = —V f(z®). Kvadratisk funktion: Steglingd enligt sluten formel.
Vf:[HMHﬂh—ly H:{101}'

T+ Xo

Vol

} , ddr U och V &r ortogonala m x m resp

(0).4(0)
ﬂm:[ },Vﬂmz[ }7<%=—$%$m=01
0 0
0

1
0
1 . 0 0
(1) — .(0) 0) — — 1) — (1) —
T W 4+ apd [ }+O.1{0] {0}, Vf [0'1], d [_0.1].

r R T g e

b) Kvadratisk funktion gor att det blir endast en iteration oavsett startpunkt med Newtons
metod.

c) f(x)=0, f:R"— R™ m>n.

Minstakvadratlosning: min, || f(z) ||2.

Stegvis linjirisering enligt Taylor: f(x) ~ f(2®) + J(z®))(z — 2*)

Approximation: min, || f(z) |lox min, || f(x®)) + J(®)(x — 2®)) ||

Detta fr nu ett linjéart minstakvadratproblem. Ta z*+1) som 16sning till detta problem och
iterera vidare, sa har vi Gauss-Newtons metod.

vW.4dm —0.1 _q

= g T o1 T b



7a) (p): Ynsr = Yk + 1S (o k)s (K) 5 Yrar = Y + 2 [ (ks Uk) + f (trgrs Yara)]

b) ykt1 = v + 2 [f ey i) + f (bers v + f (b )]

8 Diskretisering i punkterna o =0, x1 =29+ h, 29 =21+ h, ..., T, = Tp_1+h =1
och y; = y(x;), 1=0, 1, ,..., n.

Lat vidare f; = f(z;), i = 1, 2, ..., n och infér hjélppunkterna x_y = —h och z, 11 = 1+h.

Centraldifferenser: y!' ~ ML#, i=1,2, .., n-1 yr¥201 =01, ..,n
Diskretiseringen ger foljande linjéra ekvationssystem fér de obekanta y_1, ..., yni1:
[ —h 0 h 11 vy ] [ 1]
1—-2h —3h*—2 1+2h Yo fo
— }2
1—-2h —3h*—2 1+42h Yn fn
i —h 0 h | [ Yns1 | | 2




