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Uppgift 1
a) Visa Cauchy-Schwartz’ olikhet, dvs
|<u,v>|<|u||||v | foralla u,v OV
darV ar ett reellt linjart rum med skalarprodukt. Ange speciellt nar likhet intraffap) (
b) Visa att|xyt|l> = |X|llly]l> for x OR" , y O R".
Ledning: Definition av matrisnorm samt Cauchy-Schwartz olikhebp)(

Uppagift 2

ar diagonaliserbar. 46)
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OO

2
a) Undersdk om matriseA = |0
0

b) Ta fram en startvektor sadan att potensmetddanfungerar pa matriseA. (2p)

Uppgift 3
01-1
Betrakta matrisel/A = |1 0 2
21 3

a) Bestamrang(A) (2p)
b) Ange en bas foN(A). (2p)

c) Ta fram en faktorisering?A = LU, darP star for systematiska (stabila) radbyten vid
Gausselimineringen.40)



Uppgift 4

Lat P: R3_, R3vara den ortogonala projektionen pa plaxet 2y + 3z = 0.
a) Bestam standardmatrisen 8t (4p)

b) Bestam genom geometriskt betraktande egenvarder. til2p)

c) Ar avbildningen inverterbar? 16)

d) Bestdm en bas av egenvektorerfll (2p)

Uppgift 5

Vi onskar bestamma den linjara spline med nad + 2 som i minsta-kvadrat-mening

bast anpassar till punkterna (0, 0), (1, 2),(3,1) och (4,0) i planet. Satt upp det
Overbestamda ekvationssystem som ska l6sas for att bestamma splinen. Ekvationssys-
temet behdveinte I6sas. bp)

Uppgift 6
a) Betrakta approximationee* H1 +x fér x néra noll. Ange framat och bakat-felen d&
x =0.1. @p)

b) Betrakta algoritmen att berédkna+lx i ett flyttalssystem med IEEE-standard.
Genomfor bakatanalys av algoritmen. Ta hansyn tilixathaste lagras avrundat, talet 1
daremot lagras exakt. Ange, med tydlig motivering, om algoritmen &r stabil eller inte.

(3p)

Uppgift 7
En modell pa formeny(t) = ae Pt +y ska genom val av parametraraa ochy anpas-
sas till en matserietj( §j) ,i =1,2 -+, m, darm > 3. Formulera motsvarande icke-

linjira minsta-kvadrat problem. Ange residual, Jacobian och teckna en iteration i Gauss-
Newtons metod. Gp)

Uppgift 8
Betrakta ode-probleryf =f (t,y), y(tg) =cCo.

a) Harled Eulers framatmetod for problemet genom att anvanda lamplig approximation
av derivatan. Zp)

b) Harled trapetsmetoden for problemet genom att anvanda lamplig approximation av
integralformuleringen av problemet2p)

1 .
1 g Ar Eulers

c) Betrakta problemety =-Ay,y(0)= [él 0<t<5 dar A =
framatmetod resp trapetsmetoden stabila for steglahge.1? @p)

d) Ré&kna fram en approximation t1(0.1) med Eulers framatmetod och steg 0.1 for
problemet i c-uppgiften. 2p)
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1. a) Se LAT sid 31.
b) [l zy" [l2= (def)

maz || 2y'z |l2 mar | y'z ] = [

210 |z Nzll#0 |z

< (C-9)
Iy ll2ll = llz] @ 12

Om z och y linjért beroende sa likhet i C-S (v.s.v.)

2. a) Egenvirden dr A\; = Ay = 2 och A3 = 1. Egenvektor till A3 = 1
ar (0,0,1)". Egenvektorer till \; = Xy = 2 fas fran homogent system

02 0
med matrisen | 0 0 0 [. Fran losningen kan vi plocka fram basen
00 -1

(1,0,0), (0,0,1)" for egenvektorsrummet. Vi kan alltsa inte spinna
hela R® med egenvektorer. A #r inte diagonaliserbar.

b) zo = (0,0,1)" fungerar inte, det ger Azy = x¢ hela tiden och zq &r
inte ratt egenvektor.

3. ¢) Gausselimination med radbyten ger successivt matriserna:

01 -1 21 3 2 1 3
A=]110 2 |, |10 2 [,]0 =2 & [,
21 3 01 -1 0 1 -1

2 1 3 21 3
0 1 —-1],]01 -1|=U.
0 —3 3 00 0



Vi gor alltsa radbyten i bada stegen och permutationsmatrisen blir

[0 0 1
P=PP =] 1 0 0 |.Vidare samlar vi ihop multiplikatorerna till
1010
1 0 0]
0 1 0
; —3 L]

a) Rangen for A &r antal linjért oberoende kolonner i U, dvs 2.

b) Bas for N(A) kan fas genom att 16sa homogent system Uz = 0 och

ur losningen tar vi fram basen (—2,1,1)"

. a) Vi ska projicera standardbasens element e; pa N(A) dir A = [1 2 3].
Projektionen pa V(A") tas med normalekvationerna. For e; = (1,0,0)"

far vi systemet AA'z = Ae; med l6sning z = 1—14 och projektionen Atx
+(1,2,3)". Projektionen av e; pa N(A) blir sedan Pe; = e; — Az
4(13, -2, —3)". Pa samma siitt far vi Pey = 15(—2,10, —6)" och Pey

13 -2 -3
+4(=3,-6,5)". Standardmatrisen for P blir alltsa &; | —2 10 —6
-3 —6 5

b) Normalen projiceras pa nollvektorn dvs A; = 0.
Allt i planet blir oférdndrat vid projektionen dvs Ay = A3 = 1.
¢) Nej, ty ett egenvérde &r noll.

d) Egenvektor (1,2, 3)" 4 normalen och hor alltsa till egenvirde A\; =

0.

Tva linjart oberoende egenvektorer i planet duger for Ay = A3 = 1. Vi

kan exempelvis ta (2,—1,0)" och (3,0, —1)".

si(z)=a+bx, 0 <z <2

. Ansitt splinen som s(z) —{ so(x) = ctdp 2<z <4
2 - ) = =

Splinevillkoret s1(2) = s5(2) ger ekvationen a = ¢ + 2d — 2b.

Anpassning till punkterna, dvs s(0) ~ 0, s(2) ~ 2, s(3) ~ 1, s(4) ~
-2 1 2 0
-1 1 2 b 2
fas genom det Gverbestdmda systemet: 0 1 3 cl=14
0 1 4 d 0

Losningen ger b, ¢, d och a fas ur sambandet a = ¢+ 2d — 2b.

. a) Framat: 1 +2 — e ~ -2 = -2 = 0,005
Bakat: f1(1+2z)—z=In(l4+z)—az~ -2 =22 —_0.005

0



b)y=1+4z, g=0+x(1+e))(l+e)=1+e+x(1+e)(l+e)

dvs § = 14+, dir 1 = 14 € och & = (1 4 €1)(1 4 €2) De relativa
felen blir alltsa: 1;11 = €3 med | 1%1 |< p och "”gc;“” =€, + €5 + €169 med
|< 2p + p?. Smé storningar, dvs algoritmen #r stabil.

‘ T—x
T

. Det icke-linjara minsta-kvadrat problemet blir

ozmﬁmy | f |2 déir fi = ae™P% + 4 — W(t;) &r residualerna.
| | |
Jacobianen blir J = | e Pt —t,qe Pt 1

Lat © = (o, B, )" Da kan Gauss-Newtons metod skrivas:

LU+ — ) 4 k)
J

(20 d® = — f(zW) k=01, 2..

ca) (1) = YD s y(t + h) — y(t) & hy'(t) = hf(t, y(t). Med
Yrt1 ~ y(t+k) och yp = y(t) far vi Eulers metod: ypr1 = yp+hf(tr, yr)-
b) Integralform: fti’““ y'(t) dt = ftik“ f(t, y(t)) dt ger y(tps1) —y(ty) =

f;f“ f(t, y(t)) dt ~ (trapetsformeln) Z[f(tx, yx) + f(tit1, Yrs1)], som
ar trapetsmetoden.

¢) Egenvérdena till —A & Ay = —1 och Ay = —2 med h\; = —0.1
och hAy = —0.2, bada i stabilitetsomradet for metoderna, som alltsa &r
stabila for problemet.

1 10 1
d) y1 = yo — hAy, yo = (1, 0)Y, yl:{o}_o.l[l 2}[0]:

HEEIRES



