Tentamen — Mekanik F del 2 (FFM520)

Tid och plats: Mandagen den 15 augusti 2011 klockan
14.00-18.00 1 V.
Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, Lexikon, typ-

godkand minirdknare samt en egenhandigt
skriven A4 med valfritt innehall.
Examinator: Christian Forssén.
Jourhavande larare: Per Salomonsson, 031-772 3231.

Betygsgranser: Tentamen bestar av fem uppgifter och varje uppgift kan
ge maximalt 6 podng (om ej annat anges). For att bli godkénd krévs minst
12 poéng pa uppgifterna 1-3 (inklusive eventuella bonuspoéng fran de tva
inldmningsuppgifterna).

For de som har klarat foregaende krav bestams slutbetyget av poangsumman
fran uppgifterna 1-5 plus eventuella bonuspoédng fran inlamningsuppgifterna
enligt foljande granser:

12-23 poang ger betyg 3, 24-29 poang ger betyg 4, 304+ poang ger betyg 5.

For registrerade studenter fran tidigare arskurser finns mojligheten att gora
en extra tentamensuppgift (6 podng) pa kursdel A som erséttning for inlamnings-
uppgifterna.

Rattningsprinciper: Alla svar skall motiveras , inforda storheter forklaras
liksom val av metoder. Losningarna forvintas vara valstrukturerade och
begripligt presenterade. Erhallna svar skall, om mojligt, analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Skriv och rita tydligt!

Vid tentamensrattning galler foljande allmanna principer:

e For full (6) podng kravs fullstdndigt korrekt 16sning.

e Mindre fel ger 1-2 poéngs avdrag. Galler &ven mindre brister i presen-
tationen.

e Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga
resultat) ger 3-4 podngs avdrag, om orimligheten pekas ut; annars 5-6
poangs avdrag.

e Allvarliga principiella fel ger 5-6 poangs avdrag.

e Ofullstandiga, men for 6vrigt korrekta, 16sningar kan ge max 2 poang.
Detsamma géller 10sningsforslag vars presentation ar oméjlig att folja.

Lycka till!
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Obligatorisk del

1. (6 podng. 3 podng per deluppgift. Fullstindiga losningar skall ges. )

(a) En kula med massa m och horisontell
hastighet v traffar en homogen, stilla- r——
staende stav OA med massa M (se figur).
Staven ar fritt upphangd i punkten O och
kulan traffar precis mellan andpunkterna. L
Vad blir systemets vinkelhastighet direkt
efter traffen med kulan inbaddad i staven?

(b) Ett system bestar av en tunn
stav. med massa M och tva
punktformiga massor (massa m)
som &r placerade enligt figur.
De korta stavstyckena med lingd v~
R har forsumbar massa.  Sys-
temet roterar kring den posi-
tiva z-axeln (koordinatsystemet
definieras i figuren). Berdkna sys-
temets rorelseméangdsmoment i det
givna 6gonblicket.

2. Nér en bil kor langs en grusvidg med regelbundna gropar (som en
tvattbrada) kan detta fa bilens hjulpar att oscillera. Varje hjulpar
bestar av 2 hjul 4+ hjulupphéngning + axel. Finn hastigheten for vilket
denna storande vibration hammnar i resonans. Anvéand foéljande infor-
mation:

e Nar fem studenter, som totalt vager 320 kg, kliver in i bilen sjunker
den med 2 cm.

e Det finns tva hjulaxlar och varje axel sitter pa tva stycken fjadrar.

e Dampningens effekt pa resonansfrekvensen ar forsumbar.

e Den totala vikten pa varje system av 2 hjul+hjulupphangning+axel
ir 50 kg.

e Groparna i vagen ér separerade med 80 cm.
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3. Tyngdaccelerationen som uppmats i ett jordfixt koordinatsystem beteck-
nas med g. Pga jordens rotation skiljer sig g fran den verkliga gravita-
tionsaccelerationen gy som hade uppmatts om jorden inte hade roterat.
Antag (nagot forenklat och felaktigt) att jorden &r ett perfekt klot och
rakna ut

(a) Skillnaden i storlek g — go som en funktion av latituden ¢;

(b) Den maximala vinkeln mellan g och gy samt vid vilken latitud
denna intréffar.

6verbetygsuppgifter

4. Ett mynt med radie r utfor en rullande rorelse enligt figur (ingen glid-
ning). Myntets kontaktpunkt med marken ritar ut en cirkel med radie
R och myntet lutar en vinkel 6 relativt horisontalaxeln. Visa att en
sadan rorelse enbart ar mojlig da R &ar storre an ett minimivéirde som
beror pa r och 6. Hur ser detta villkor ut?

5. En liten kloss med massan m glider friktionsfritt inuti en tunn ring
med radien R och massan M, som i sin tur kan rulla utan glidning
pa ett horisontellt underlag. Hur manga frihetsgrader har systemet om
rorelsen forutsatts forsigga i ett fixt plan? Anvand Lagranges formalism
for att skriva ned systemets rorelseekvationer och finn egenfrekvensen/-
erna for sma svangningar.
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Extrauppgift (del A)

6. En homogen, tunn stav med massan m och lingden L vilar pa en bilstol
enligt figur. For vilken retardation a kommer staven att borja tippa
framat? Vi kan anta att friktionen i kontaktpunkten B &r tillrackligt
stor for att forhindra glidning.
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Tid och plats: Mandagen den 15 augusti 2011 klockan
14.00-18.00 1 V.
Losningsskiss: Christian Forssén

Obligatorisk del

1. (a)

Rorelseméangdsmomentet ar bevarat
Los=Los < mva=(lp+ ma®)w.

Staven har troghetsmomentet Ip = M(2a)?/3. Detta ger slutligen
vinkelhastigheten direkt efter stoten

v

CT Aty
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Rorelseméangdsmomentet ges av sambandet
LO = Iow.

Rotationer sker kring en fix axel. Med det givna koordinatsystemet

Vi behover endast tre element ur troghetsmatrisen eftersom L blir
Lo = w |~ Lad = 1. + Lok] .

Dessa matriselement blir

L. = [dmzz =0,
I,. = fdmyz = mR% — mR% = —mTRL,
L. = [dm(z* + y*) = 2mR*.

Detta ger slutligen det sokta rorelsemangdsmomentet
L, -

2. (kortfattat)

Informationen i uppgiften ger foljande:

e Fjiderkonstanten for varje fjader ar k = 4 - 10* N/m.
e Den naturliga vinkelfrekvensen for varje hjulsystem ar w,, = 40 rad/s.

e Underlaget kan antas vara sinusformat med en vaglangd pa A =
0.8 m. Hjulsystemet kommer att réra sig upp och ner med frekvensen
f =w/A, dér v &r bilens horisontella hastighet.

Hjulsystemet hamnar alltsa i resonans da
w?’b
v=A—~5Hm/s.
27 /

Kommentar: Notera att vad vi har raknat ut ar den hastighet da hjul-
paret hamnar i resonanssvangning. Men det som egentligen ger pas-
sagerarna obehag ar bilkroppens svangningsrorelse.

3. (enbart svar)

Med beteckningen z = RQ?/gy, diar R ar jordradien och Q rotations-
hastigheten, fas svaren:
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(a) 9—90~ g0 ngz‘r cos® ¢
(b) Den maximala vinkeln mellan g och g intraffar vid latituden ¢ =

45° och blir
T

= 2¢/1+ (22 — 22) /2

~

N8

(")verbetygsuppgifter

4. Vi infor ett kroppsfixt koordinatsystem med origo i myntets masscen-
trum (se figur). Riktningen #; pekar in i pappret.

Vi kan betrakta rorelsen i ett koordinatsystem med origo i masscentrum
och som roterar kring en fix, vertikal Z-axel med frekvensen (2. I detta
koordinatsystem &r myntets masscentrum fixt medan myntet spinner
kring sin (negativa) 3 axel med frekvensen w’. Eftersom myntet rullar
géller att w'r = QR. Myntets rotationsvektor kan alltsa skrivas

. R
O =07 —wis=Qsinhiy —Q <— — cos@) Z3.
r
Huvudtroghetsmomenten ar Iy = mr?/2 och I, = mr?/4 och rorelse-
méangdsmomentet map cirkelns mittpunkt blir L = lhwots + I3w3T3.
Enbart den horisontella komponenten av denna kommer att ha ett
tidsberoende: L, = (lowscos@ — [swssinf)é,, dar vektorn é; pekar
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horisontellt in mot cirkelrorelsens mittaxel.
Vi far nu rorelseekvationen fran

- dL 1
M = i QL 2, =...= —ZmrQQ sinf (2R — r cosf) .
Vridmomentet, map masscentrum, uppkommer pga krafterna som verkar
genom kontaktpunkten. Dessa bestar av en vertikal komponent, mgZ,
samt en horisontell friktionskraft. Den sistndmnda maste vara | =
m (R — rcos ) Q%¢, , eftersom masscentrum ror sig i en cirkelbana med

radie R — r cos . Slutligen fas vridmomentet
M=— [mgr cos — m(R — r cos 0)Q%r sin 6] 2.
Rorelseekvationen ovan ger slutligen sambandet

02 — g .
%Rtan& — %rsin@

Vi far enbart fysikaliska l6sningar da hogerledet ar positivt, vilket ger
villkoret R > %r cosf.

Specialfall: § — /2 ger Q — 0, vilket ar rimligt.

0 — 0 ger 2 — oo, vilket ocksa ar rimligt.

Notera att da R — %r cosf sa gar frekvensen () — oco. Detta betyder
ocksa att friktionskraften blir stor vilket i praktiken betyder att frik-
tionskoefficienten maste vara motsvarande hog. Sa smaningom borjar
antagligen myntet att glida.

5. (kortfattat)

Systemet har tva frihetsgrader. Valj forslagsvis tva vinklar for att
beskriva klossens ldge relativt horisontalaxelns (¢) samt ringens rota-
tionsvinkel (#). (Notera att positiv rotationsriktning moturs innebar
att ringen har rullat at vanster da 6 > 0.)

4

y
¢
]
L :

Kinetisk och potentiell energi blir med dessa generaliserade koordinater
1 . 2M . .
T = 5mR2 {92 (1 + —) —20¢ cos p + | ,
m

V =mgR (1 — coso).
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Lagranges ekvationer blir

. 1 . .
0+ m <¢2 sin ¢ — gbcosgb) =0,
. . g .
0 —¢p—= =0.
cos o — @ 7 sin ¢
Dessa ekvationer kan vi linearisera for sma svingningar kring det sta-
bila jamviktslaget 8 = ¢ = 0. Rorelseekvationerna blir da

. 1
- — —
1+2M/m

. . g ~
0~ - om0,

¢ =~ 0,

Notera att den forsta ekvationen enbart tillater att # och ¢ har motsatt
tecken. Dvs vi har bara en egenlosning. Ansatsen ¢(t) = A exp(diwt)
ger egenfrekvensen

__¢gu+numW)
“n = R

Specialfall: M — oo ger w — 1/g/R, dvs en matematisk pendel med
pendellangden R, vilket vi bor forvanta oss.

Extrauppgift (del A)

6. (kortfattat)

Staven kommer att tippa da kontaktkraften i punkten A gar mot noll,
dvs Ny — 0. I detta grénsliage géller fortfarande att 6 = 0. Kraften
i kontaktpunkten B utgdrs av en summa av normal- och friktions-
kraft. En friliggning, samt tecknandet av vridmometsekvationen med
avseende pa masscentrum ger att den resulterande kraften Ny maste
vara riktad parallellt med stangen. Rorelseekvationerna i x- och y-led
(z =rorelseriktningen, y =vertikalt uppat) ger da

—Npsinf = —ma (x—led),
Npcosf —mg=0 (y—led),
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dar 8 ar vinkeln mellan staven och horisontalaxeln. I vart fall ar 8 = 30°
vilket ger l6sningen

a=gtand = g/V/3.

Alternativt tecknar vi vridmomentekvationen m.a.p. punkten B, men
far da inte glomma termen mad som kommer fran masscentrums ac-
celeration.
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