Tentamen — Mekanik F del 2 (FFM520)

Tid och plats: Mandagen den 16 augusti 2010 klockan
14.00-18.00 i V.
Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, Lexikon, typ-

godkand miniraknare samt en egenhandigt
skriven A4 med valfritt innehall.
Examinator: Christian Forssén.
Jourhavande ldrare: Christian Forssén, 031-772 3261 (kopplas
automatiskt till mobiltelefon efter ett an-
tal signaler).

Betygsgranser: Tentamen bestar av sex uppgifter och varje uppgift kan

ge maximalt 6 podng (om ej annat anges). For att bli godkdnd krévs

minst 12 poéng pa uppgifterna 1-4 (inklusive eventuella bonuspoéng fran

inldmningsuppgift 1).

For dem som har klarat foregaende krav bestams slutbetyget av poangsumman
fran uppgifterna 1-6 plus eventuella bonuspoéng fran inlamningsuppgifterna

enligt foljande granser:

12-23 poang ger betyg 3, 24-29 poang ger betyg 4, 30+ poang ger betyg 5.

Rattningsprinciper: Alla svar skall motiveras (uppgift 1 undantagen i fore-
kommande fall) , inférda storheter foérklaras liksom val av metoder. Losningarna
forvantas vara valstrukturerade och begripligt presenterade. Erhallna svar
skall, om mojligt, analyseras m.a.p. dimension och rimlighet. Skriv och rita
tydligt!

Vid tentamensrattning galler foljande allmanna principer:

e For full (6) poang kravs fullstdndigt korrekt 16sning.

e Mindre fel ger 1-2 poéngs avdrag. Galler &ven mindre brister i presen-
tationen.

e Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga
resultat) ger 3-4 podngs avdrag, om orimligheten pekas ut; annars 5-6
poangs avdrag.

e Allvarliga principiella fel ger 5-6 poangs avdrag.

e Ofullstandiga, men for 6vrigt korrekta, 16sningar kan ge max 2 poang.
Detsamma géller 10sningsforslag vars presentation ar oméjlig att folja.

Lycka till!
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Obligatorisk del

1. Ange for vart och ett av féljande pastaenden om det &r sant eller falskt!
(6 poing, 2 for varje korrekt svar utéver 3. Endast svar skall ges. )

a. Corioliskraften pa ett fordon som vager 1 ton och fardas rakt norrut
pa 58 graders nordlig bredd med farten 100 km/h &r riktad dsterut och
har storleken 3.4 N.

b. Tva klot med identisk massa och radie rullas nedfor ett lutande
plan. Det ena klotet ar homogent och det andra har massan koncentr-
erad vid ytterradien. Bagge kloten kommer trots detta att accelerera
lika, fort.

c. Den totala fjaderkonstanten for tva fjadrar som satts i bredd ar
hélften sa stor som for var och en av dem.

d. Néarvaron av fiktiva krafter, dvs. avvikelse fran Newtons forsta lag,
indikerar att koordinatsystemet man anvander inte ar ett inertialsys-
tem.

e. Inre krafter i ett system kan ge upphov till vridande moment pa
systemet som helhet.

f. Tiden det tar for en mycket starkt dampad partikel att, da den slapps

fran vila, halvera sitt avstand till jamviktslaget ar storre ju starkare
dampningen ar.

2. Stall upp rorelseekvationen for fjaderpendeln enligt figur och finn period-
tiden for sma svangningar.

O'i_l_.l
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3. Tva barn, A och B, sitter mitt emot varandra pa en karusell som
roterar moturs med en konstant vinkelfrekvens w sett ovanifran. A
skjuter ivag en puck mot B genom att ge den en initialhastighet u
relativt karusellen mot B. Antag att pucken glider utan friktion och
att den ej accelererar i horisontalplanet efter att den har slappts. Finn
uttryck for foljande som funktion av tiden t:

(a) Puckens lage relativt ett jordfixt koordinatsystem med origo i karusel-
lens mittpunkt.

(b) Puckens lage relativt observatoren B.

(c) Puckens acceleration relativt observatéren B.

4. Fyraidentiska tunna stavar (vardera med massan m) sitter ihopsvetsade
till en kvadrat enligt figur. Kvadratens horn ar i sin tur ihopsvetsade
med en latt ring med radien r enligt figur. Denna stela kropp far sedan
rulla nedfor en sluttning med lutning 6. Bestam det minsta mojliga
vardet pa den statiska friktionskoefficienten som forhindrar glidning.
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Overbetygsuppgifter

5. En rymdstation bestar av fem klotformade
utrymmen forbundna med tubformade
“ekrar” (se figur).  Troghetsmomentet
runt huvudsymmetriaxeln A-A &r dubbelt
sa stort som det kring axlar genom O
vinkelrata mot A-A.  Rymdstationen
spinner runt huvudsymmetriaxeln med en
spinnhastighet p. Samtidigt precesserar

denna spinnaxel runt den fixa Z-axeln.
Vinkeln mellan spinnaxeln och Z-axeln ar liten och masscentrum O

har forsumbar acceleration. Berakna den totala rotationsvektorn for
rymdstationen.

6. En massa m kan rora sig pa en friktonslos, horisontell bordsskiva. Mas-
san m sitter ihop med en annan massa M, som hanger under bordet,
via ett masslost snore vilket gar igenom ett litet hal i bordet (se figur).
Antag att massan M enbart ror sig i vertikal led och att snoret alltid
ar strackt.

(a) Finn rorelsekvationerna for koordinaterna r och 6 (se figur).

(b) Under vilka forhallanden kommer massan m att réra sig i en cirkulér
bana pa bordsskivan?

(¢) Vad blir frekvensen for sma svingningar, i variabeln r, kring denna
cirkulara rorelse?
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Tid och plats: Mandagen den 16 augusti 2010 klockan
14.00-18.00 1 V.
Losningsskiss:  Christian Forssén.

Obligatorisk del

1. Ratt svar pa de sex deluppgifterna: SFF SFS.

2. Givet: Systemparametrar m, k,b,[; Sma oscillationer; Stavens massa
forsumbar

Losning: Rorelsevariabel = 6. Frilagg stangen med massan for en liten
(positiv) vinkel 6.

Anta att fjaderkrafterna alltid &r riktade horisontellt. (Notera att detta
antagande introducerar ett fel cosf = 1 —6?/2 + ... ~ 1 vilket &r ok
for sma sviangningar.)

Vridmomentekvation kring O

2

O: —mglsinf — 2kbsinObcosd = >m 6.
~—~
Io
Vilket ger rorelseekvationen

.. 1 2
i mgl sin 0 + 2kb cos&e _o
ml?

Linearisera for sma svéngningar (sinf ~ 6, cosf ~ 1):
mgl + 2kb>
mi?

Detta &r differentialekvationen for en fri (Fy = 0), oddmpad (¢ = 0)
svangningsrorelse med den naturliga vinkelfrekvensen

mgl + 2kb?
Wy =\ ————.
ml?

Den allménna l6sningen ges av 0 = Oy sin (w,t — 1) med konstanter
som ges av begynnelsevillkoren. Periodtiden &r 7 = 27/w;,.

0+ 0 =0.

Dimensionskontroll: w, ar en frekvens. ok!

Specialfall: k = 0 motsvarar en vanlig pendel. Vi far w, = \/g_/l ok!
Likadant om mg > kb fas att masstermen dominerar och rorlsen blir
en matematisk pendel. Med k — oo fas istéllet ingen pendelrorelse
utan 7 — oo.
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Figure 1: Koordinatsystem och lagesvektorer, uppgift 3

3. Vi infor lagesvektorer och koordinatsystem enligt figur. P ar puckens
lage efter tiden ¢. Koordinatsystemet XY é&r fixt medan koordinat-
systemet &7 har origo i punkten B och roterar moturs med vinkel-
frekvensen w. Notera att vektorn 77 = 7'p/p.

(a) Pucken accelerar ej i XY -planet. Begynnelseldget motsvarar start
1 punkten A vid tiden ¢ = 0 och hastigheten u relativt karusellen
Vet (0) = u€(0) = uX. Uttrycket for relativ hastighet

1713 = UO + ((D X FP) + Ureh (1)

med punkten O i karusellens mitt far vi 7 = 0 och 7p(0) = —rX vilket
ger ) )
vp = uX —wrY,

Integrera detta A R
7p = (ut — )X —wrtY, (2)

vilket uppfyller begynnelsevillkoret 7p(0) = —rX

(b) Vi tecknar vektorsambandet 7p = 7+, dér vi sdker 7. Lagesvektorn
g = rf . Vi kan vilja att arbeta antingen med rumsfixa XY -koordinater
eller med roterande {n-koordinater. Vissa vektorer ar enklare att ut-
trycka i de forstnamnda, och andra i de sistnamnda. Har valjer vi att
utnyttja de rumsfixa och maste da kunna transformera

é: X coswt + }A/sinwt,
N = —X sinwt + Y cos wt.
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Detta ger da lagesvektorn g = rcos wtX + rsinwtY. Med 7p fran
ekv. (2) far vi

F=[ut —r —rcoswt] X — [rwt + rsinwt] Y. (3)

Vi kontrollerar att 7(0) = —2rX = —2r£(0) som forvantat.

(c) Uttrycket for relativ hastighet ger oss att
Up = U + (J X T) + Ve, (4)
dar

vp = uX —wrY,
U = wrn = —wrsinwtX + wrcoswtY,

GXF=wlut —r —rcoswt] Y 4+ w [rwt + rsinwt] X.

Uttrycket for relativ acceleration ger oss att

&'p:53+&XF+CUX(QXF)+2&XUrel+6rel, (5)
dar
ap =0,
ap = —eré = —w?rcoswtX — w?rsin wtf/,
a=0,
&S x (& X 7) = —w?[ut —r — rcoswt] X + w? [rwt + rsinwt] Y.

Vi uttrycker & X U = & X (Up — Up — (&J x 7)) enligt ovan. Explicit
har vi

& X Up = wuY + w*rX,
2

2

WX U = —wrsinwtY — w*rcoswtX,

och kan, efter insdattning av ovanstaende uttryck, slutligen 16sa ut

Grel = —w?(ut +7)X + (wrt — 2wu) Y. (6)
Vi kontrollerar rimlighet @e(0) = —w?rX — 2wuY = —w€(0) —
2wun(0) och inser att riktningarna pa denna relativa acceleration &r

rimliga.
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Figure 2: Frilaggning och koordinatsystem, uppgift 4

4. Kvadratens sida har langden a = V2r. Avstandet fran stavarnas
masscentrum till hela systemets masscentrum blir r/ V2. Genom att
summera bidragen fran de fyra stavarna samt utnyttja parallellaxel-
teoremet far vi kroppens totala troghetsmoment runt en axel genom
masscentrum

12 2 3

Vi tecknar de tre rorelseekvationerna med z-axeln riktad nerat, par-
allellt med det lutande planet och y axeln riktad uppat, vinkelrdt mot
det lutande planet.

- 1 2 8
I=4 [—m(2’r2) A

ZFy: N —4mgcosf =0
ZF“”” : 4mgsinf — Fy = 4ma

8
Z Mg : Fpr= gmrgoz (moturs positivt),

dar a ar kroppens acceleration i z-led och « ar vinkelaccelerationen.
Tillsammans med villkoret for rullning

a=ro (7)

Far vi ett ekvationssystem med 4 ekvationer och 4 obekanta. Specifikt
ar vi intresserade av krafterna F'y och N som tillsammans ger den sokta

friktionskoefficienten
N =4mgcosb Fr 2
>J_Z
Ff :%mgSIDQ } = Hs = N 5tan9
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Figure 3: Koordinatsystem, uppgift 5

5. Introducera de kroppsfixa axlarna £n¢ med ¢ pekandes langs spinnaxeln
(A-A). Troghetsmatrisen i £n¢-systemet

ICC EIC
Ig& = I’?’? = Io = I</2

Rotationer och rorelsemangdsmoment:

~

p=pC (spinn), (8)
O=0k=0 (cos 0( — sin 95) (spinnvektorns precession),  (9)
S=0+4p=—Qsinff + (p+ QcosO)C  (total rotation), (10)
L = —IQsin 6 + Ie(p + Qcos H)C. (11)

Rorelseméangdsmomentet ar konstant i det kroppsfixa koordinatsys-
temet som i sin tur roterar med precessionsvektorn 2. Tidsdervatan
blir darfor
L=QOxL=p [—IOQQ cosfsinf + [-Q2sinf(p + 2 cos 0)} (12)
= ﬁQ sin 6 (ICp + (IC — Io)Q COSs 9)
Vi noterar fran Ekv. (12) att vi kan ha reguljér precession utan ett

externt vridande moment, dvs L= 0, om

Iy — 1,
=2 _"CQcosb, (13)
¢
alternativt uttryckt
0= Lep - P
(Io—1I¢)cos® (L —1)cosh

I¢
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Det relativa tecknet pa p och 2 beror uppenbarligen pa den relativa
storleken pa I och Iy (samma tecken om Iy > I;).

I vart fall har vi givet Iy = I/2 vilket ger Q = —2pcosf ~ —2p (for
sma vinklar). Den totala rotationsvektorn blir

G=p <é — 2R> .
6. Med beteckningar som i figuren i tentamenstesen:

(a) Antag att snorets langd &r [. Lagrangianen blir

1 1 .
L= §M7'"2 +gm (7*2 + r2(92> + Mg(l—r).
Vara generaliserade koordinater ar r och #. Rorelseekvationerna fran

Lagranges ekvationer blir

% (mr29> =0, (14)

(M +m) i —mré> + Mg = 0. (15)

Notera att den forsta ekvationen sager oss att systemets totala rorelse-
mangdsmoment m.a.p. mittpunkten ar konserverat. Den andra ekva-
tionen sédger oss att tyngdkraften Mg ger massornas acceleration langs
med snoret samt centripetalaccelerationen for m.

(b) Den forsta rorelsekvationen ocn séger oss att mr?0 = L, dir L ar
en konstant som beror pa begynnelsevillkoren (som vi ndmnde ovan sa
ar detta systemets totala rorelsemangdsmoment m.a.p. mittpunkten).
Ur detta far vi vinkelhastigheten § = L/ms? som vi kan sitta in i den
andra rorelseekvationen

. L?

Vi far en cirkelrorelse da 7 = 7 = 0 vilket intraffar da radien antar det
specifika vardet
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(c) For att hitta frekvensen for sma variationer kring cirkelrorelsen
infor vi en liten storning av radien r fran sitt jamviktsvarde rq. Vi
skriver r(t) = ro 4+ d(t), med 6(t) < 79, och serieutvecklar ekvation
(16) till forsta ordningen i 0. Utnyttja speciellt att

1 I T R WO
3 (ro+9)3 - re + 3réo N ra(1+430/r0) - re ro /)’

vilket ger rorelseekvationen i variabeln

(M+m)5zL—2<1—3—5)—Mg. (17)

mr% To

Vi noterar att definitionen av ry ger att de tva konstanta termerna i
hogerledet tar ut varandra. Sétter vi dessutom in definitionen pa L far
vi slutligen en véalbekant diff.ekvation

" 3gM
I (. CEC N Y PO
+ <(M—i—m)r0)

I sammanfattning har vi alltsa funnit att radien kommer att oscillera

runt jamviktslaget rg, och att vinkelfrekvensen for denna oscialltion ges
3gM
(M+m)ro *

av w =
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