Tentamen — Mekanik F del 2 (FFM520)

Tid och plats: Tisdagen den 26 maj 2009 klockan 08.30-12.30 i V.

Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, Lexikon, typgodkand minirdknare samt
en egenhandigt skriven A4 med valfritt innehall.

Examinator: Christian Forssén.

Jourhavande larare: Christian Forssén, 031-772 3261.

Betygsgranser: Tentamen bestar av sex uppgifter och varje uppgift kan ge maximalt 6
podng (om ej annat anges). For att bli godkdnd krévs minst 12 podng pa uppgifterna 1-4.
For dem som har klarat foregaende krav bestams slutbetyget av poangsumman fran uppgifterna
1-6 plus eventuella bonuspoang enligt féljande granser:

12-23 poang ger betyg 3, 24-29 poang ger betyg 4, 30+ poang ger betyg 5.

Rattningsprinciper:  Alla svar skall motiveras (uppgift 1 undantagen i forekommande fall) |
inforda storheter forklaras liksom val av metoder. Losningarna forvantas vara vélstrukturerade
och begripligt presenterade. Erhallna svar skall, om mdjligt, analyseras m.a.p. dimension
och rimlighet. Skriv och rita tydligt!

Vid tentamensréattning galler foljande allménna principer:

For full (6) podng kravs fullstdndigt korrekt 16sning.

Mindre fel ger 1-2 poangs avdrag.

Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga resultat) ger
3-4 poangs avdrag, om orimligheten pekas ut; annars 5-6 poangs avdrag.

Allvarliga principiella fel ger 5-6 podngs avdrag.

Ofullstandiga, men for ovrigt korrekta, 16sningar kan ge max 2 poang.

Obligatorisk del

1. En sviarm med knott bestar av 1000 individer, vardera med en vikt av 2 mg. Knotten
flyger i en klotformad formation, med konstanta inboérdes avstand. Klotets massfordelning
ar homogen och dess radie r ~ 1 m.

(a) Svarmens mittpunkt ror sig med konstant fart 0.4 m/s vésterut samtidigt som
svarmen roterar langsamt kring rorelseriktningen med ett varv pa 20 timmar. Ange
svarmens totala rorelseméangd, rorelseenergi och rorelsemangdsmoment med avseende
pa masscentrum. Bortse fran jordens rotation.

(b) Svérmen flyger genom LHC-tunneln pa CERN. Tunneln har en omkrets pa 27
km. Det tar 20 timmar att flyga ett varv och vi kan anta att svarmens masscen-
trum ror sig med konstant fart. Svirmen roterar med rorelsen sa att den hela tiden
vander samma sida mot mitten. Ange svarmens totala rorelsemangd, rorelseenergi och
rorelsemangdsmoment med avseende pa LHC-cirkelns mittpunkt. Bortse fran jordens
rotation.

(6 poing. 1 podng for varje rdtt svar. Endast svar skall ges.)
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2. Bilarna A och B kér genom en kurva (krékningsradie R) med lika stor fart v.

(a) Bestam hastigheten for bil A uppmétt av en observator i bil B, vars koordinatsystem
ar kroppsfixt och déarmed roterar med rorelsen, vid 6gonblicket som visas i figuren (da
avstandet mellan bilarna ar d). (2 podng)

(b) Bestdm accelerationen for bil A uppmétt av en observator i bil B vid 6gonblicket
som visas i figuren. (4 podng)

3. Akattraktionen Uppswinget pa Lise-
berg ar en gunga som kan beskri-
vas som en sammansatt stel kropp
bestaende av en stav med lingden
R och massan m samt en punkt-
massa M langst ut. Enligt Lisebergs
hemsida ar langden pa gungan 20 m
och maxvinkeln relativt lodlinjen ar
Ornax = 120°.

Teckna ett uttryck for en passagerares acceleration i negativ z-led (dvs mot marken)
som en funktion av vinkeln 6 relativt lodlinjen och kvoten z = m/M. Visa att denna
acceleration &r storre dn tyngdaccelerationen g under en del av farden. (6 podng)

4. En punktmassa fast i en fjader sliapps fran vila avstandet x, fran jamviktslédget. Sys-
temet karakteriseras av en naturlig vinkelfrekvens w,,. Under rorelsen uppméats massans
fart som en funktion av tiden.

Experimentet upprepas, men denna gang med systemet nedsdnkt i vatten som leder
till att svangningsrorelsen blir kritiskt dampad.

(a) Anvind dimensionsanalys for att motivera att den maximala farten i det forsta
experimentet dr en numerisk faktor ganger den maximala farten i det andra experi-
mentet. (2 poding)

(b) Finn storleken pa denna numeriska faktor. (4 podng)
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Overbetygsuppgifter

5. En snurra bestar av en axel med forsumbar massa
samt ett cirkuldrt hjul (radie R) vars massa m
kan betraktas vara jamnt fordelad utefter periferin.
Axelns nedre dnda ar fast i en friktionsfri univer-
salled pa avstandet R fran hjulets masscentrum (se
figur). Snurran spinner kring sin symmetriaxeln
med den konstanta vinkelhastigheten v och pre-
cesserar med den konstanta vinkelhastigheten 2 sa
att axelns rorelse spanner upp en kon med topp-
vinkeln 6 = 45°.

Hérled ett uttryck for v som funktion av 2 och
ange riktningen pa snurrans spinn om precessions-
rorelsen sker moturs enligt figuren. (6 podng)

N
E= (Z %ql) ~ L,

i=1 v

6. Betrakta storheten

diar L = L(q,q,t) ar Lagrangianen for ett system med N frihetsgrader och ¢;, ¢; ar
generaliserade koordinater och hastigheter.

(a) Ovanstaende storhet motsvarar (i de flesta fall) ett systems totala mekaniska en-
ergi. Visa explicit att detta pastaende ar sant for en partikel i rummet som beskrivs
med cartesiska koordinater zyz och en allmén potentiell energi V(x,y, 2). (2 poding)

(b) Visa nu att Lagranges ekvationer ger att E (enligt definitionen ovan) &r en kon-
serverad storhet om Lagrangianen ej har nagot explicit tidsberoende (dvs 0L/t = 0).

(4 poing)

Lycka till!
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Tid och plats: Tisdagen den 26 maj 2009 klockan 08.30-12.30 1 V.
Losningsskiss:  Christian Forssén och Per Salomonson.

Obligatorisk del

1. (6 podng. 1 podng for varje rdtt svar. Endast svar skall ges.)
(a) Svarmens rorelseméngd 0.8 - 1073 Ns at véster,
rorelseenergi 1.6 - 107* J, och
rorelsemangdsmoment 0.70 - 10~7 Nms i rotationsriktningen.
(b) Svirmens rorelsemingd 0.75 - 1072 Ns i flygriktningen,
rorelseenergi 1.4 - 1074 J, och
rorelseméngdsmoment 3.2 Nms vertikalt riktat (i rotationsriktningen).

2. (2 + 4 poing)
Lat (X,Y) vara ett jordfixt koordi-
natsystem med origo i B-bilens kur-

vas centrum och Y-axel riktad mot w \ v

: : 0, R . d R
A-bilens. I detta system har A-bilen ,,,,“,,,,,,,,7”73 ——————— A o --
1 det aktuella Ogonblicket position | (0% | Y
7a = (R+d)Y, hastighet U4 = —vX, v
och acceleration G4 = (v?/R)Y. X

Lat (x,y) vara ett koordinatsystem som &r fixerat relativt B-bilen, och som samman-
faller med det jordfixa systemet i det aktuella 6gonblicket. (Notera att detta inte &r
samma koordinatsystem som &r indikerat i figuren i tentamenstesen. Origo ligger sa
att B-bilen befinner sig i vila i Ry.) Hastighet och acceleration uppmétt av observator
i bil B betyder hastighet och acceleration relativt det bilfixa systemet. Detta system
ror sig relativt det jordfixa. Denna rorelse ér ren rotation kring origo med konstant
rotationsvektor & = —(v/ R)2 . Enligt réaknereglerna for hastighet och acceleration i
rorliga referenssystem har vi:

VA = Vdrel T W X ra,

G = Garel + 20 X Ugpel + I X ((D X FA)

Nu aterstar endast algebra for att fa de sokta kvantiteterna.
(a) Varel = Ug — W X Ty = —(2v +v%);ﬁ'

24y

Mojlig rimlighetskontroll: Enligt svaret blir bade hastighet och acceleration for bil A
sedd fran bil B noll om d = —2R. Kan det verkligen stamma? Ja, for da kor bilarna
runt samma cirkel at samma hall med samma fart, sa att de hela tiden befinner sig pa
motsatta sidor av den, dvs bil A befinner sig hela tiden pa avstandet 2R rakt at hoger
fran bil B.

(b) Garel = @4 — 28 X Tar — & X (& X 7a) = —(22 +
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3. (6 poding)
Man far tanka sig att gungan forst ges fart under en startfas. Darefter svanger den fritt
kring sin upphangningspunkt O, och det ar denna svangningsrorelse vi skall studera.

I O kan den da paverkas av lagerkraft F', men inte av nagot kraftmoment. Darfor stéaller
vi upp rorelsemangdsmomentekvationen for gungan med avseende pa upphéangningspunkten
O. Troghetsmomentet x vinkelaccelerationen = summan av kraftmomenten:

(mR*/3 + MR*)f = —(mgR/2+ MgR) sin 6.

For att uttrycka passagerarnas (dvs M’s) acceleration behéver vi ocksa vinkelhastigheten.
Den kan vi fa tex genom att multiplicera ekvationen ovan med 6 och integrera med
avseende pa tiden fran tidpunkten for maximalt utslag:

1 02— m/2+ M g

:———Sine, 5 mﬁ(COSQ—COSQ()).

Passagerarnas accelerationen i negativ z-led kan beraknas tex genom att teckna ett
uttryck for M’s z-koordinat och derivera det tva ganger.

—z = Rcost
—%=—Rsinfé
—% = —R(sinf6 + cos6%) = —Z?;—i% g(—sin® 0 + 2(cos @ — cos ) cos ).

Detta ar det efterfragade uttrycket. Att accelerationen nedat stundtals ar storre é&n g
kan man tex se genom att riakna ut den for utslagsvinkeln 90°. Da &r den

m/2+ M

—i(m/2) = mg

> g.

4. (2+4 poing)
Eftersom begreppen naturlig vinkelfrekvens och kritisk dampning férekommer i uppgifts-
texten sa far man anta att det ar fragan om harmonisk svangning, resp linedrt dampad
harmonisk svingning, dvs rorelseekvationerna i de tva fallen &r pa formerna

i+ wlr =0, resp. &+ 2Cwp® + wix = 0.

Vi antar att vattnet inte paverkar fjaderkonstanten eller troga massan, sa att det &ar
samma w, i biagge fallen.

(a) Vi ar intresserade av den maximala fart v, som uppstar efter att massan slapps fran
vila iz = xg. Den bestams av var rorelseekvation, dvs det finns ett funktionssamband
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mellan kvantiteterna w,, ¢, xg och v,,. For att sambandet skall vara dimensionellt kor-
rekt skall det kunna uttryckas i dimensionslosa kombinationer av dem. Kvantiteterna
har dimensionerna

wn] =1/T, [(J=1,  [w] =L, [vm]=L/T

Har forekommer tva grunddimensioner. Vi eliminerar dem och far tva oberoende
dimensionslésa kombinationer av vara fyra kvantiteter, ¢ och v,,/(zow,). For att
funktionssambandet skall vara dimensionellt korrekt maste det vara ett samband mel-
lan bara dessa tva. Loser man det for den senare har man

Om [ (Town) = f(C), dvs U = Town f(C)-

De tva experimenten skiljer sig bara genom att ( ar olika, (; = 0, medan (, = 1
(krititisk ddmpning). Saledes

Um2/Um1 = f<1>/f(0)

(b) I forsta fallet ar rorelseekvationens 16sning med givna startvillkoren z(t) = g cos(wyt),
och maximala farten v,,; = w,xo.

I andra fallet r rorelseekvationens allménna losning pa formen z(t) = (A + Bt)e “nt.
Begynnelsevillkoren z(0) = x¢, ©(0) = 0 bestdmmer integrationskonstanterna sa att

2(t) = 2o(1 + wyt)e .

Man deriverar x(t) en gang for att fa hastigheten, sedan &nnu en gang for att hitta
tidpunkten nar hastigheten ar maximal:

i = —zowite &= zow? (wet — 1)e

—wnt

Den blir t,, = 1/w,, och v,y = —i(t,) = zowpe . Saledes dr den sokta numeriska
faktorn: vy, /vme = e.
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f)verbetygsuppgifter

5. (6 poing)
Strategi: Vi noterar att vi har rota-
tion kring en fix punkt (O). Vi véljer
darfor att teckna rorelsemangdsmoment
och vridmoment med avseende pa
denna fixa punkt och darefter skriva
rorelseekvationen.

Infér en rumsfix axel Z samt ett kropps-
fixt koordinatsystem &n¢ som foljer med
precessionsrorelsen (se figur).

En allmén rotationsvektor i {n(-systemet kan skrivas & = wgé + wyh) + wgé . Men vi
vet redan att rotationsrorelsen bestar av en precessions- och en spinnkomponent sa att
rotationsvektorn kan skrivas explicit i detta fall

~

b =024 v(.

Kroppen &r helt symmetrisk kring & och n (dvs I¢e = I,,, = I;). Axeln ¢ &r huvudsym-
metriaxeln och alla deviationsmoment ar noll.

L 0 0
Inp=(0 1, ©
0 0 I

Med massan koncentrerad lings med periferin blir I = mR? och I = mR?/2+mR? =
3mR?/2.
Kraftmomentet m.a.p. O

Mo = RC x (—mg2) = mgR(% x C).
Rorelseméangdsmomentet m.a.p. O

Lo = To& = Lweé + L+ Lewe = LS+ (I — [wel = LQ2 + [Ty + (I — I)w(] ¢,

dir vi utnyttjat bade det generella och explicita uttrycket for . Vi kan identifiera
we = (¢ - = Qcosb + v och far darfor

Lo = L%+ [Iev + (I, — [)Qcos ] C.
Rorelseekvationen blir (utnyttja att enbart é ar tidsberoende: f =W X f =0z x é

- dL ) A
Mo = d_to = mgR(Z x ) = [lev + (I¢ — 1) cos 0] (2 x ().
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Vi far alltsa
IovQ + (Ic — ;)% cos  — mgR = 0,

med 6 = 45° B2 Q2

m
4+ mRWO—m R =0,
2 2 I

eller

g Q
+ —.
2v/2
[dimension 1/T ok!].
En moturs precession enligt uppgiftsillustrationen betyder att 2 > 0 vilket innebéar att
v > 0 vilket betyder positiv rotation kring (-axeln.

6. Betrakta storheten N
oL
FE = —_— 'z' — L,
dar L = L(q,q,t) ar Lagrangianen for ett system med N frihetsgrader och ¢;, ¢; ar
generaliserade koordinater och hastigheter.
(a) (2 poing)
Partikel i rummet med cartesiska koordinater. Potentiell energi V(x,y, z). Lagrangia-
nen blir 1
L= 3 (* + 9>+ 2°) — V(z,y, 2).
Storheten E blir
E = (mizi +myy + mzz) — L

1
= {§m(:t2+y2+22)+‘/(x,y,z) =T+YV,

dvs F ar den totala mekaniska energin.

(b) (4 podng)
Med L = L(q, q,t) och flitigt anvindande av kedjeregeln

dE  d (\~OL \ dL
dt ~ dit \ & 03"

Z doLy. oL i oL oL oL
2o |\ dt g, T 554 2 | By, P n
Vi har fyra termer i summorna och en femte utanfor. Den andra och fjarde termen tar

ut varandra. Lagranges ekvationer ger att c(litgL = g—j och darmed kommer den forsta
och tredje termen ta ut varandra.

Kvar aterstar bara

dE oL

dat ot
Med en Lagrangain utan explicit tidsberorende, dvs %—? = 0, far vi ‘fj—f = 0, dvs den
totala energin ar en konserverad storhet.
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