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Po�angber�akning� Varje uppgift ger maximalt �� po�ang� 
Deluppgifterna i uppgift � ger
vardera � po�ang�� Gr�ansen f�or godk�ant �ar �� po�ang�
T�ank p�a att l�osningarna m�aste vara presenterade p�a ett klart och tydligt s�att� Rita korrekta
�gurer d�ar det klart framg�ar till exempel vilket koordinatsystem som anv�ands� Alla �ovriga
inf�orda beteckningar skall ocks�a f�orklaras och uppst�allda ekvationer motiveras� Bara formler
utan f�orklarande text �ar inte acceptabelt�

De kvalitativa uppgifterna � a� och b� kr�aver inte n�agra l�angre r�akningar� Teoriuppgiften �
skall behandlas i ett allm�ant fall utan n�agra extra antaganden� R�akneuppgifterna � � � �ar
inte ordnade efter sv�arighetsgrad�

�� a� En konst�akerska utf�or en piruett p�a isen� Till en b�orjan har hon armarna rakt
utstr�ackta
 men sedan drar hon in dem mot kroppen� Man kan d�arvid observera att
hennes vinkelhastighet �okar� F�orklara detta genom att anv�anda att en viss storhet �ar
konstant i tiden�

b� Den v�anstra och den h�ogra massan �ar lika
 och de tv�a fj�adrarna i det h�ogra systemet
�ar av samma typ som fj�adern i det v�anstra systemet� Det v�anstra systemet kan utf�ora
vertikala sv�angningar med sv�angningstiden t � �
� s� Vad blir sv�angningstiden f�or det
h�ogra systemet�

�� En stel kropp roterar kring en �x punkt O med vinkelhastighetsvektorn �� Visa att
dess kinetiska energi kan skrivas

T �
�

�
� � HO�

d�ar vektorn H� �ar kroppens r�orelsem�angdsmoment med avseende p�a O�

�� Raketen v�ager �
� ton och br�anslef�orbrukningen �ar ��� kg�s� F�orbr�anningsgasernas
hastighet relativt raketen �ar ��� m�s� P�a den aktuella h�ojden �ar tyngdaccelerationen
�
�� m�s�� Best�am vertikal och horisontalkomponenterna av raketens acceleration�

V�and�



�� Armen OA har tyngdpunkten i G
 massanmOA och tr�oghetsmomentet I� med avseende
p�a den �xa punkten O� Kugghjulet B har massan mB och tr�oghetsmomentet IA med
avseende p�a sin mittpunkt A� Kugghjulet C �ar �xt i vertikalplanet och kan inte rotera�
Armen OA �ar fr�an b�orjan horisontell och i vila
 och p�averkas d�arefter av ett konstant
vridmoment M � Best�am vinkelhastigheten f�or armen OA d�a den �ar vertikal 
s�a att
punkten A sammanfaller med A���

�� Den homogena plattan har massan m och roterar med konstant vinkelhastighet �
kring den vertikala axeln� Best�am vridmomentsvektornMmed vilken plattan p�averkar
axeln� 
Ledning� Best�am plattans huvudtr�oghetsaxlar och huvudtr�oghetsmoment��

�� Visa att systemets egenfrekvens �ar oberoende av vinkeln ��
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�a� Eftersom kraften �ar riktad i �r�led �ar r�orelsem�angdsmomentet en konserverad storhet�
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Dvs	 I�w� � I�w� och d
a tr�oghetsmomentet I� � I� �radien minskar� �� w� � w� �vinkel�
hastigheten �okar��
b� Det v�anstra systemet har frekvensen �� �

p
k�m medan det h�ogra har frekvensen �� �p
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� Uttrycket f�or kinetiska energin ges av�
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H�ar har vi anv�ant � �A � �B� � �C � �A � � �B � �C� och att vinkelhastigheten �ar densamma f�or varje
punkt i den stela kroppen�
� Skriv upp r�orelsem�angden f�ore och efter ett tidssteg �t�

�G�t� � �M ��m��v
�G�t ��t� � M ��v ��v� � �m��v � �u�

d�ar M 	�m �ar massan f�or raketen resp� det f�orbrukade br�anslet under tiden �t� �v och ��v �ar hast�
f�or raketen resp� dess f�or�andring	 �u �ar f�orbr�anningsgasernas hastighet relativt raketen �motsatt
riktning mot raketen�� Detta medf�or att
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f
as att acceleration
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Relativa hastigheten i x� y�led �horisontal� resp� vertikalled� ux � u sin �� uy � u cos � �� � ��o�
ger nu vertikal och horisontalkomponenterna av raketens acceleration
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Med givna v�arden �u � ����m�s	 dM
dt

� �
��kg�s	 g � ����m�s�	 � � ��o	 M � ����kg� blir
ax � 
���m�s� och ay � 
���m�s��
� Anv�and att det utf�orda arbetet U �ar summan av potentiella V och kinetiska energin T 	 dvs

U � T � V � Det utf�orda arbetet U �
R ���
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	 pga det konstanta vridmomentet M �

Kinetiska energin
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d�ar kugghjulet B snurrar med vinkelhastigheten �� och � �ar v
ar s�okta vinkelhastighet� Vinkel�
hastigheterna �ar relaterade som ��r � ��r � R�� Potentiella energin d
a punkten A sammanfaller
med A� �med nollan i horisontall�aget� ges av V � mBg�r � R� �mOAg�
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Ins�attning av uttrycket f�or V ger nu vinkelhastigheten f�or armen OA d
a den �ar vertikal�
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Alternativ l�osning� Anv�and en momentekvationen kring O och integrera �over d� fr
an � till �
�
	

eftersom
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vilket ocks
a ger den erh
allna l�osningen ovan�
� Inf�or principalaxlar x�� y�� z�	 d�ar x�� y� ligger utmed plattans yta s
a att x� � x och z� bildar
� � ��o vinkel med z� Tr�oghetsmomentet kring z� ges nu av �deviationsmomenten �ar ju h�ar noll�
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att relatera v
ara tv
a koordinatsystem inf�or enhetsvektorer �x�� �y�� �z� utefter x�� y� resp� z��axlarna�

�x� � �x

�y� � cos ��y � sin ��z �y � cos ��y� � sin ��z�

�z� � � sin ��y � cos ��z �z � sin ��y� � cos ��z�

Vinkelhastigheten kan nu skrivas som �� � ��z � ��sin ��y��cos ��z�� vilket medf�or att r�orelsem�angdsmomentet

�H � �Iy�y� sin ��y� � �Iz�z� cos ��z�

och vridmomentet	 med vilken plattan p
averkar axeln�

�M � ��� � �H � ����Iz�z� � Iy�y� � cos � sin ��x� � ��

�
m��d��x

Vinkelhastigheten f�or koordinatsystemet x�� y�� z� �ar ju �aven den ��z�
Alternativ l�osning� Om vi inte inf�or principalaxlar beh�over vi r�akna ut deviationsmomenten Iyz
och Ixz eftersom

�M � ��� � �H � ���Iyz�x� ��Ixz�y �
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� Inf�or x�axel utmed det lutande planet fr
an j�amviktsl�aget som ligger avst
andet 	 ifr
an fj�aderns
osp�anda l�age� R�orelseekvationen ges d
a utav

m�x � �k�x� 	� �mg sin �

I j�amviktsl�aget x � � g�aller att�

k	 � mg sin � �� �x�
k

m
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med l�osning

x�t� � A sin�t �B cos�t� � �

r
k

m

d�ar konstanterna A�B best�ams av begynnelsev�arden� Vi ser att � �ar oberoende av �� � best�ammer
enbart j�amviktsl�aget 	 varifr
an sv�agningarna utf�ores�
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