Tentamen 1 Mekanik F del B

Tid och plats: Tisdagen den 20 augusti 2002 kl 09.15 - 13.151 V.

Jourhavande assistent: Niclas Jacobson, ankn 8425.

Hjilpmedel: Valfria tabellsamlingar, valfri raknedosa samt egenhandigt skriven A4-sida.
Losningarna anslas pa institutionens anslagstavla i trapphuset samt pa entrédorren omedel-
bart efter skrivningens slut.

Podngberdakning: Varje uppgift ger maximalt 10 poang. Gransen for godkant ar 30 p.

Tdnk pa att rita figur i forekommande fall, forklara inforda storheter, motivera ekvationer
och avsluta varje uppgift med ett tydligt svar. Gor dimensionsanalys. Aven ofullstandiga
losningar kan poangsattas.

1. a) En bil fardas rakt osterut pa en vag i Goteborgstrakten. Pa grund av jordrotationen
paverkas den av en Corioliskraft, som kan uppdelas i en vertikalkomponent och en
horisontalkomponent. At vilket vaderstrack ar horisontalkomponenten riktad? (5 p)

b) En strom av masslosa neutrinopartiklar fardas med ljushastigheten ¢ = 3,0-10% m/s
fran solen mot jorden. Deras bana korsas i rat vinkel av ett rymdskepp, som fardas
med hastigheten v = 2,0 - 10* m/s (relativt jorden och solen). Hur stor hastighet har
neutrinopartiklarna relativt rymdskeppet? (5 p)

2. Ett mekaniskt system beskrivs med en generaliserad koordinat ¢ och Lagrangefunk-
tionen L = K — V. De kinetiska och potentiella energierna ar av formen K = f(q)¢*
respektive V = V(q), dar f och V &r vissa givna funktioner av ¢. Visa att Lagranges

ekvation &= — 22 = (0 medfor att den totala mekaniska energin £ = K 4+ V ar
konstant, det vill saga att %E =0.

3. En vagn med massan M kan rora sig friktionslost langs ett horisontellt spar och ar
forbunden med en fix punkt pa sparet med en fjader med fjaderkonstanten k. Fran
vagnen hanger en kula med massan m (och tyngden mg) i ett snére med langden /.
Kulan pendlar i ett vertikalplan genom sparet som vagnen ror sig pa. Skriv upp La-
granges ekvationer for detta system och bestdm vinkelfrekvenserna for sma svangningar
omkring jamviktslaget.

4. En homogen stang med langden [ och massan m &ar i sin mittpunkt fast pa en axel som
bildar vinkeln a med stangen. Axeln ar friktionslost lagrad i tva kullager pa avstandet
d fran varandra, och roterar med vinkelhastigheten w. Berakna kraften fran axeln pa
vardera lagret. (Tyngdkraften far forsummas.)

Vand!



5. Emil star forst stilla pa en karusell som roterar med vinkelhastigheten Q och borjar
sedan plotsligt ga i riktning mot centrum med hastigheten v. Framfor sig haller han
en matematisk pendel som bara kan gora utslag i ett vertikalplan vinkelratt mot hans
gangriktning.

Bestam pendelns utslagsvinkel nar den har kommit i jamvikt (5 p).
Bestam aven dess maximala utslagsvinkel om den hangde stilla rakt ned nar Emil

borjade ga (5 p).

6. En foton med energin E kolliderar med en elektron i vila (vilomassa mg). Efter kol-
lisionen bestar systemet av elektronen samt en foton som ror sig i 90° vinkel relativt
den inkommande fotonen. Bestdm den utgaende fotonens energi.

Lycka till!
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Uppgift 1.
a)
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Om Q ar rotationsvektorn och v ar bilens hastighet (relativt jorden) ges corioliskraften av

Fcoriolis = —2mf) X v. (1)
Corioliskraften ar riktad utat vinkelrdtt mot € och v och horisontalkomponenten ar riktad soderut
(se fig.).
b)
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PV
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Betrakta ett koordinatsystem, (2’,y’), dar rymdskeppet ar i vila, dvs systemet ror sig med hastighet
v =2.0-10% m/s langs z-axeln i system (x,y) (fixt relativt jorden och solen). Neutrinopartiklarnas
hastighet i system (z,y) &r u = u, = ¢ = 3.0 - 10® m/s och beskrivs i (2, y')-systemet av

, Uy — U
e ——— = = — 2
= T =0} = 2)
och u
u;:m:{uy:c}:c/’y:c\/l—UQ/czzvc?—v?, (3)
dvs

u’:,/ug—l—uz’f:\/v?—l—c?—v?:c. (4)
Neutrinopartiklarna ror sig med ljusets hastighet relativt rymdskeppet, men i en annan riktning an
relativt jorden och solen. Om ¢ ar vinkeln mellan « och v’ har vi (se fig.)

v 2 o
tan ¢ = ﬁ — ¢ = arctan (75) = 42°. (5)



Uppgift 2.

Kinetisk energi: K = f(q)¢*
potentiell energi: V = V(q)

Lagrangefunktionen: L =K —V = f(¢)¢* — V(q)

Visa att Lagranges ekvation &% — <= = () medfor att den totala mekaniska energin £ = K + V ar

konstant, dvs %E =0.
doL d 5 f P

L _ = 9
S5 = s = 2L + 250
oL df . P d_V
dq — dqg" T dg
Lagranges ekv. blir
doL oL df ., .o dV
oo 98 _ 4 9 9
Ji00 9g —dgl T fa)q+ 7
Energin ges av £ = f(q)¢* + V(q), sa
d df dv if . dv
—F = 2 —q = — | =
yr dqq+ fa )qq+dqq q(dq+ 2f(q )q+dq) 0
=0 enl. Lagranges ekv.
V.SV
Uppgift 3.
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Generaliserade koordinater: « och ¢
Vagnens kinetiska energi: K, = M i?
Vagnens potentiella energi: V, = %kxz
Pendelns kula har hastigheten v, (se fig.)
v; = 2¢? sin? ¢ + (lqb cosp+ 1) = ¢ + 32 + 2l cos &

Pendelns kinetiska energi: K, = lmvz = %m(lzq'b2 + #2 + 2l cos ®)

2
Pendelns potentiella energi: V, = —mgl cos ¢

Lagrangefunktionen kan nu skrivas L = K, + K, =V, =V,

| I : 1
L= §(M +m)a? + §m(l2qb2 + 2lipcos @) — 51{:1;2 + mgl cos ¢

(10)

(11)



Sok Lagranges ekvationer %g—i — g—i = 0 for x och ¢.

% =(M+m)z + mlq'bcosqb

L= (M +m)i+ mldcos ¢ — mld? sin ¢

oL _
5 = kx

9L — m(lzq'b + [& cos @)

ek
%% = m(lzqg + [Zcos ¢ — l:i;q'b sin @)
% = —ml:fcq'b sin ¢ — mgl sin ¢

Vi kan nu skriva upp Lagranges ekv. for x och ¢

m

[ .
_I_mqbzsinqb—l—

[ .
m b cos p — xr=0
m

:1;—|—M_|_

M M +m

b+ jcosqb—l— %sinqb: 0
For sma svangningar omkring jamviktslaget reduceras ekvationerna ovan till

ml - k

w—I_M—I—mqb—I_M—i—mx:O

T+o+96=0

(12)

(13)

(14)

(15)

dar vi har anvant cos¢ =~ 1, sing ~ ¢ och ¢* ~ 0. Ekvationerna kan skrivas pa matrisform

M% + Kx = 0, dir

T 1 ml k 0
X:( ) M:( M+m), K:(M+m )
s P 0"

Ansats av typen x = ae™!, dar a ar en kolumnvektor innehallande amplituder, ger

(—Mw? + K)a=0.

(16)

(17)

Nollskilld 16sning for a fas endast da determinanten av (—]\4w2 + K) ar lika med noll. Detta leder

till en andragradsekvation i w? med lésningarna

2_g(]W—I—m)—I—kl 1

W’ = + =G (M + m)? + (kl)? — 2gklI(M — m)

2M1 2M1

(18)



Uppgift 4.
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Placera ett koordinatsystem (&, n, () langs stangens huvudtroghetsaxlar. 1detta system ar troghetstensorn
diagonal,

Iee 00
I=10 1, 0], (19)
0 0 I
dar | |
[gg == Emlz, [7777 == 0, [CC == Emlz (20)
Rotationsvektorn beskrivs i (£, 7, ()-systemet av
w = w(cos arj + sin ozgt). (21)
Stangens rorelseméangdsmoment ar L = Iw
%ml2 0 0 0 1 ) )
L= 0 0 0 weosa | = —mlPwsinal = L, (22)
1, 72 . 12
0 0 ml w sin o
dvs L roterar kring w vinkelratt mot stangen.
V4
L
o |
Al
e y
ot
X
For att berdkna kraftmomentet pa stangen, = = %, beskriver vi L i ett fixt koordinatsystem (x,y, 2)
dar rotationsaxeln ligger i z-riktningen (se fig.),
L = LcosacoswtX + L cos asinwty + Lsin az. (23)

4



Kraftmomentet ges av

dL
T = o —Lwcos asinwtx + Lw cos o cos wty = Lw cos o — sinwiX + coswty), (24)
vilket ger
1
T=|r|=+/12+ Ty2 = Lwcosa = Emlzwz sin a cos a. (25)
Vi kan nu berdkna kraften F' fran axeln pa vardera lagren mha 7 = Fd,
1 2
I'= Emguﬂ sin av cos a. (26)
Uppgift 5.
N
0

Betrakta ett system som roterar med karusellen. Emils pendel paverkas i detta system, utover
tygngdkraften W = mg, av fiktiva krafter. De fiktiva krafterna i roterande system ges av

Ffict — Fcoriolis + Fcentrifugal = —2mf} x Viot — mEl x ( Q x I'), (27)
dar Q = Oz ar rotationsvektorn och v,,; = v(—r) ar Emils hastighet i det roterande systemet.
Centrifugalkraften ar riktad utat fran rotationsaxeln och paverkar darfor inte pendelns rorelse.

Fooriotis = —2m& X v,0p = —2mQz X v(—1) = 2mNvl (28)

Totala kraften 1 pendelns rorelseplan ges av

F = —mgz+ 2mOve (29)

I:coriolis,
FI'ES
Pendelns utslagsvinkel i jamvikt, ¢y, ges av
Fcorio s 2mQ) 2Q)
tan ¢y = Wl = ng — ¢y = arctan(%). (30)

Om pendeln var stilla nar Emil borjade ga kommer den att pendla med amplitud ¢q omkring
jamviktslaget. Maximal utsalagsvinkel blir darfor ¢,,.. = 2¢0.



Uppgift 6.
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Energikonservering ger
E 4 moc? = F;+ E., (31)

dar Ey och FE. ar fotonens resp. elektronens energi efter stoten.
Rorelsemangdskonservering ger

—: E/c=p.cos¢d = E* = (p.c)? cos® ¢

T 0= E;/c— p.sing = E? = (p.c)?sin? ¢

dar p. ar elektronens rorelsemangd efter stoten, £/c och E;/c ar fotonens rérelseméngd fore resp
efter stoten. Addition av ekvationerna ovan ger

E?+ E? = (pec)Q. (32)
Satter vi in enregi-rorelsemangdsrelationen (p.c)* = E? — (moc?)? i ekv. (32) far vi
E?+ E? = Ee2 — (m002)2 (33)

Anvand energikonservering (ekv. (31)) och ekv. (33) for att eliminera elektronens energi F.. Fran

ekv. (31) har vi

E. = E+moc® — E;. (34)
Insattning i ekv. (33) ger
E? + E? =(E+ moc® — Ef)2 — (m002)2, (35)
vilket leder till ett uttryck for fotonens energi efter stoten
E
Ff=———-+7—. 36
! E/moc* 4+ 1 (36)



