
Tentamen i Mekanik F del B

Tid och plats� Tisdagen den �� augusti ���� kl ����� � ����� i V�
Jourhavande assistent� Niclas Jacobson	 ankn 
����
Hj�alpmedel� Valfria tabellsamlingar	 valfri r�aknedosa samt egenh�andigt skriven A��sida�
L�osningarna ansl
as p
a institutionens anslagstavla i trapphuset samt p
a entr�ed�orren omedel�
bart efter skrivningens slut�
Po�angber�akning� Varje uppgift ger maximalt �� po�ang� Gr�ansen f�or godk�ant �ar �� p�
T�ank p�a att rita �gur i f�orekommande fall	 f�orklara inf�orda storheter	 motivera ekvationer
och avsluta varje uppgift med ett tydligt svar� G�or dimensionsanalys� �Aven ofullst�andiga
l�osningar kan po�angs�attas�

�� a� En bil f�ardas rakt �osterut p
a en v�ag i G�oteborgstrakten� P
a grund av jordrotationen
p
averkas den av en Corioliskraft	 som kan uppdelas i en vertikalkomponent och en
horisontalkomponent� 
At vilket v�aderstr�ack �ar horisontalkomponenten riktad� �� p�

b� En str�om av massl�osa neutrinopartiklar f�ardas med ljushastigheten c � �� ����� m�s
fr
an solen mot jorden� Deras bana korsas i r�at vinkel av ett rymdskepp	 som f�ardas
med hastigheten v � �� � � ��� m�s �relativt jorden och solen�� Hur stor hastighet har
neutrinopartiklarna relativt rymdskeppet� �� p�

�� Ett mekaniskt system beskrivs med en generaliserad koordinat q och Lagrangefunk�
tionen L � K � V � De kinetiska och potentiella energierna �ar av formen K � f�q� �q�

respektive V � V �q�	 d�ar f och V �ar vissa givna funktioner av q� Visa att Lagranges
ekvation d

dt

�L

� �q
�

�L

�q
� � medf�or att den totala mekaniska energin E � K � V �ar

konstant	 det vill s�aga att d

dt
E � ��

�� En vagn med massan M kan r�ora sig friktionsl�ost l�angs ett horisontellt sp
ar och �ar
f�orbunden med en �x punkt p
a sp
aret med en fj�ader med fj�aderkonstanten k� Fr
an
vagnen h�anger en kula med massan m �och tyngden mg� i ett sn�ore med l�angden l�
Kulan pendlar i ett vertikalplan genom sp
aret som vagnen r�or sig p
a� Skriv upp La�
granges ekvationer f�or detta system och best�am vinkelfrekvenserna f�or sm
a sv�angningar
omkring j�amviktsl�aget�

�� En homogen st
ang med l�angden l och massan m �ar i sin mittpunkt f�ast p
a en axel som
bildar vinkeln � med st
angen� Axeln �ar friktionsl�ost lagrad i tv
a kullager p
a avst
andet
d fr
an varandra	 och roterar med vinkelhastigheten �� Ber�akna kraften fr
an axeln p
a
vardera lagret� �Tyngdkraften f
ar f�orsummas��

V�and�



�� Emil st
ar f�orst stilla p
a en karusell som roterar med vinkelhastigheten � och b�orjar
sedan pl�otsligt g
a i riktning mot centrum med hastigheten v� Framf�or sig h
aller han
en matematisk pendel som bara kan g�ora utslag i ett vertikalplan vinkelr�att mot hans
g
angriktning�

Best�am pendelns utslagsvinkel n�ar den har kommit i j�amvikt �� p��

Best�am �aven dess maximala utslagsvinkel om den h�angde stilla rakt ned n�ar Emil
b�orjade g
a �� p��

�� En foton med energin E kolliderar med en elektron i vila �vilomassa m��� Efter kol�
lisionen best
ar systemet av elektronen samt en foton som r�or sig i ��o vinkel relativt
den inkommande fotonen� Best�am den utg
aende fotonens energi�

Lycka till�



L�osningar till Tentamen i Mekanik F del B ����������

Uppgift ��
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Om � �ar rotationsvektorn och v �ar bilens hastighet �relativt jorden� ges corioliskraften av

Fcoriolis � ��m� � v� ���

Corioliskraften �ar riktad ut�at vinkelr�att mot � och v och horisontalkomponenten �ar riktad s�oderut
�se �g���
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Betrakta ett koordinatsystem	 �x�� y��	 d�ar rymdskeppet �ar i vila	 dvs systemet r�or sig med hastighet
v � ��
 � �
� m�s l�angs x�axeln i system �x� y� ��xt relativt jorden och solen�� Neutrinopartiklarnas
hastighet i system �x� y� �ar u � uy � c � 
�
 � �
� m�s och beskrivs i �x�� y���systemet av

u�

x �
ux � v

�� vux�c�
� fux � 
g � �v ���

och
u�

y �
uy

���� vux�c��
� fuy � cg � c�� � c

q
� � v��c� �

p
c� � v�� �
�

dvs
u� �

q
u��
x � u��

y �
p
v� � c� � v� � c� ���

Neutrinopartiklarna r�or sig med ljusets hastighet relativt rymdskeppet	 men i en annan riktning �an
relativt jorden och solen� Om � �ar vinkeln mellan u och u� har vi �se �g��

tan� �
vp

c� � v�
�� � � arctan

�
�p
�

�
� ���� ���

�



Uppgift ��

Kinetisk energi� K � f�q� �q�

potentiell energi� V � V �q�
Lagrangefunktionen� L � K � V � f�q� �q� � V �q�
Visa att Lagranges ekvation d

dt

�L

� �q
� �L

�q
� 
 medf�or att den totala mekaniska energin E � K � V �ar

konstant	 dvs d

dt
E � 
�

d

dt
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d
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Lagranges ekv� blir

d

dt
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df

dq
�q� � �f�q��q �
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dq
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 ���

Energin ges av E � f�q� �q� � V �q�	 s�a

d

dt
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df
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Uppgift ��
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Generaliserade koordinater� x och �
Vagnens kinetiska energi� Kv �

�
�
M �x�

Vagnens potentiella energi� Vv �
�
�
kx�

Pendelns kula har hastigheten vp �se �g��

v�p � l� ��� sin� �� �l �� cos�� �x�� � l� ��� � �x� � �l �x �� cos� ��
�

Pendelns kinetiska energi� Kp �
�
�
mv�p �

�
�
m�l� ��� � �x� � �l �x �� cos��

Pendelns potentiella energi� Vp � �mgl cos �

Lagrangefunktionen kan nu skrivas L � Kv �Kp � Vv � Vp

L �
�

�
�M �m� �x� �

�

�
m�l� ��� � �l �x �� cos ��� �

�
kx� �mgl cos � ����

�



S�ok Lagranges ekvationer d

dt

�L

� �qi
� �L

�qi
� 
 f�or x och ��

�L

� �x
� �M �m� �x�ml �� cos �

d

dt

�L

� �x
� �M �m��x�ml�� cos ��ml ��� sin �

�L

�x
� �kx

�L

� ��
� m�l� ��� l �x cos ��

d

dt

�L

� ��
� m�l���� l�x cos �� l �x �� sin��

�L

��
� �ml �x �� sin��mgl sin �

Vi kan nu skriva upp Lagranges ekv� f�or x och �

�x�
ml

M �m
�� cos �� ml

M �m
��� sin��
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 ����

���
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l
cos ��
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l
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 ��
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F�or sm�a sv�angningar omkring j�amviktsl�aget reduceras ekvationerna ovan till

�x�
ml

M �m
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l
� ���
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d�ar vi har anv�ant cos � � �	 sin� � � och ��� � 
� Ekvationerna kan skrivas p�a matrisform
M �x�Kx � 
	 d�ar

x �
�
x
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Ansats av typen x � aei�t	 d�ar a �ar en kolumnvektor inneh�allande amplituder	 ger

��M�� �K�a � 
� ����

Nollskilld l�osning f�or a f�as endast d�a determinanten av ��M�� �K� �ar lika med noll� Detta leder
till en andragradsekvation i �� med l�osningarna

�� �
g�M �m� � kl

�Ml
� �

�Ml

q
g��M �m�� � �kl�� � �gkl�M �m� ����






Uppgift ��
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Placera ett koordinatsystem ��� �� 	� l�angs st�angens huvudtr�oghetsaxlar� I detta system �ar tr�oghetstensorn
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Rotationsvektorn beskrivs i ��� �� 	��systemet av

� � ��cos
�� � sin
�	�� ����

St�angens r�orelsem�angdsmoment �ar L � I�
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dvs L roterar kring � vinkelr�att mot st�angen�
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F�or att ber�akna kraftmomentet p�a st�angen	 � � dL

dt
	 beskriver vi L i ett �xt koordinatsystem �x� y� z�

d�ar rotationsaxeln ligger i z�riktningen �se �g��	

L � L cos
 cos�t�x� L cos
 sin�t�y� L sin
�z� ��
�

�



Kraftmomentet ges av

� �
dL

dt
� �L� cos
 sin�t�x� L� cos
 cos�t�y � L� cos
�� sin�t�x� cos�t�y�� ����

vilket ger

� � j� j �
q
� �x � � �y � L� cos
 �

�

��
ml��� sin
 cos
� ����

Vi kan nu ber�akna kraften F fr�an axeln p�a vardera lagren mha � � Fd	

F �
�
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m
l�

d
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� ����

Uppgift ��
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Betrakta ett system som roterar med karusellen� Emils pendel p�averkas i detta system	 ut�over
tygngdkraften W � mg	 av �ktiva krafter� De �ktiva krafterna i roterande system ges av

Ffict � Fcoriolis � Fcentrifugal � ��m�� vrot �m�� � � � r�� ����

d�ar � � ��z �ar rotationsvektorn och vrot � v���r� �ar Emils hastighet i det roterande systemet�
Centrifugalkraften �ar riktad ut�at fr�an rotationsaxeln och p�averkar d�arf�or inte pendelns r�orelse�

Fcoriolis � ��m�� vrot � ��m��z� v���r� � �m�v�� ����

Totala kraften i pendelns r�orelseplan ges av

F � �mg�z� �m�v�� ����

m
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F
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Pendelns utslagsvinkel i j�amvikt	 ��	 ges av

tan �� �
Fcoriolis

W
�

�m�v

mg
�� �� � arctan�

��v

g
�� �

�

Om pendeln var stilla n�ar Emil b�orjade g�a kommer den att pendla med amplitud �� omkring
j�amviktsl�aget� Maximal utsalagsvinkel blir d�arf�or �max � ����

�



Uppgift ��

p
e , Ee

foton elektron

E m0c2

E f

φ

Energikonservering ger

E �m�c
� � Ef � Ee� �
��

d�ar Ef och Ee �ar fotonens resp� elektronens energi efter st�oten�

R�orelsem�angdskonservering ger

�� E�c � pe cos �� E� � �pec�
� cos� �

�� 
 � Ef�c� pe sin�� E�
f � �pec�� sin

� �
d�ar pe �ar elektronens r�orelsem�angd efter st�oten	 E�c och Ef�c �ar fotonens r�orelsem�angd f�ore resp
efter st�oten� Addition av ekvationerna ovan ger

E� � E�
f � �pec�

�� �
��

S�atter vi in enregi�r�orelsem�angdsrelationen �pec�� � E�
e � �m�c

��� i ekv� �
�� f�ar vi

E� � E�
f � E�

e � �m�c
��� �

�

Anv�and energikonservering �ekv� �
��� och ekv� �

� f�or att eliminera elektronens energi Ee� Fr�an
ekv� �
�� har vi

Ee � E �m�c
� � Ef � �
��

Ins�attning i ekv� �

� ger
E� � E�

f � �E �m�c
� � Ef �

� � �m�c
���� �
��

vilket leder till ett uttryck f�or fotonens energi efter st�oten

Ef �
E
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� �
��
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