Tentamen i Mekanik F del B ,PF' m OSQ_

Tid och plats: Mandagen den 14 januari 2002 kl 14.15 - 18.15 1 V.

Jourhavande assistent: Ludde Edgren, ankn 3182,

Hjdlpmedel: Valfria tabellsamlingar, valfri rdknedosa samt egenhéandigt skriven Ad-sida.
Lésningarna anslas pa institutionens anslagstavla i trapphuset samt pa entrédérren omedel-
bart efter skrivningens slut.

Poingberikning: Varje uppgift ger maximalt 10 poéing. Gréansen for godkant ar 30 p.

Ténk pd att rita figur i forekommande fall, forklara inforda storheter, motivera ekvationer
och avsluta varje uppgift med ett tydligt svar. Gor dimensionsanalys. Aven ofullstandiga
l6sningar kan poangsattas.

1. a) Ar det méjligt for en satellit att réra sig pa en cirkular bana kring jorden sa att
omloppstiden blir kortare &n ett dygn? (Satelliten paverkas bara av gravitationskraften
fran jorden.) (5 p)

b) Emilia skickar en morgon klockan 08.15.13 ett email fran Goteborg till Osqar i
Stockholm, som far det klockan 08.15.19. Truls beskriver dessa bada hindelser relativt
sitt vilosystem, som rér sig med en likformig hastighet v relativt jorden. Ar det mojligt
att detta email enligt Truls kommer fram innan det skickades? (5 p)

2. Bevisa, utgdende fran Lorentztransformationen, den relativistiska formeln for trans-

formering av hastigheter
: Uy — U
u

® = i —"UU._T/CZ‘

(Har ar u, och v/, z-komponenterna av hastigheter relativt tva inertialsystem .S och
S’ som rér sig relativt varandra med hastigheten v langs med z-axeln.)

3. En fjider med fjaderkonstanten k; har sin ena ande fix och i den andra dnden hanger en
massa n;. | denna massa ar fist ena anden av en annan fjader med fjaderkonstanten
ko, och i den andra dnden av denna fjader hanger en annan massa mg. De tva mas-
sorna kan bara rora sig i vertikalled. Infér lampliga generaliserade koordinater och
stall upp Lagranges ekvationer fér detta system. Bestam sedan vinkelfrekvenserna for
svangningar kring jamviktslaget.

4. P4 grund av jordrotationen ar inte jordklotet sfariskt utan nagot avplattat vid pol-
erna. Fér att analysera detta kan man anta att jorden ar flytande, vilket betyder
att den totala potentiella energin (fran gravitationskraften och centripetalkraften) for
en hypotetisk partikel med massan m skall vara konstant over hela jordytan. Givet
att jordradien vid ekvatorn ar 6378 km. uppskatta med denna metod jordradien vid
polerna. '
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Uppgift 1.
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Om  ar rotationsvektorn och v ar bilens hastighet (relativt jorden) ges corioliskraften av
Fcoriolis = —2mi) X v. (1)

Corioliskraften ar riktad utat vinkelritt mot € och v och horisontalkomponenten ar riktad soderut

(se fig.).
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Betrakta ett koordinatsystem, (z',y’), dar rymdskeppet ér i vila, dvs systemet ror sig med hastighet
v =2.0-10% m/s langs z-axeln i system (z,y) (fixt relativt jorden och solen). Neutrinopartiklarnas
hastighet i system (z,y) ar u = u, = ¢ = 3.0 - 10° m/s och beskrivs i (z/, y')-systemet av

Up — U
s v = r = 0} = —v 2
e 1 — vu,/c? {u } - @)
och i
B, = 7—-——-—[1 — vljux/c?] = fu, = &} = gfy=af1 — v¥/& =& — 0% (3)
dvs

u':,/u’zz-i—u;z:v?)z—l-cz—vzzc. (4)
Neutrinopartiklarna ror sig med ljusets hastighet relativt rymdskeppet, men i en annan riktning an
relativt jorden och solen. Om ¢ 4r vinkeln mellan u och u’ har vi (se fig.)

2
tan ¢ = ﬁ = ¢ = arctan (ﬁ) = 42°, (3)




Uppgift 2.

Kinetisk energi: K = f(q)¢*

potentiell energi: V = V(q)

Lagrangefunktionen: L = K — V = f(q)¢* — V(q)

Visa att Lagranges ekvation 22 — 9L = ( medfor att den totala mekaniska energin £ = K + V' ar

it 33 g
konstant, dvs %E =0.

doL d df .»

d B Py
790 dt (2f(q)q) = 2 q +2f(q)q
oL df . P dv
dq dq dq

Lagranges ekv. blir

ddL oL _ df . 7
dtdq  9q dq

Energin ges av E = f(q)d* + V(q), sa

d . df. v i dv
‘E= 9 = — 1 =0
7E= 7 44>+ 2f(q)q4 + dqq q(d +2f(q)§ + a0

+2f(g)g + C;Z—O

=0 enl. La.granges ekv.

V.SV
Uppgift 3
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Generaliserade koordinater: z och ¢
Vagnens kinetiska energi: K, = $Mi?
Vagnens potentiella energi: V, = >kz?
Pendelns kula har hastigheten v, (se fig.)
v? = 2@ sin’ ¢ + (ldcos ¢ + &)? = 12¢* + &* + 2li cos

Pendelns kinetiska energi: K, = tmuv} = %m(lzg-bg + &% + 2igcos d)
Pendelns potentiella energi: V, = —mglcos ¢

Lagrangefunktionen kan nu skrivas L = K, + K, — V, =

1 1 : ; 1
L= (M +m)a® + Sm(I’¢” + 2igcos §) — Sha’ + mglcos ¢

(10)

(11)




Sok Lagranges ekvationer ;—tg—;?‘, - g—; = 0 for z och ¢.

%ﬁi =(M+m)z+ mldcos ¢

%%% = (M +m)i+ mlq-b'cos & — mlq")? sin ¢

oL — m(I12$ + li cos ¢)

el
%Q%:rdﬂ$+4iam¢—4iéﬂn@
% = —mlidsin ¢ — mglsin ¢

Vi kan nu skriva upp Lagranges ekv. for = och ¢

mil
M4+ m

- * J m ',2 %
_ == 12
I+ @ cos ¢ z’lf—l—mqb smc,b+iw+m:c 0 (12)

i
[

For sma svangningar omkring jamviktslaget reduceras ekvationerna ovan till

b+ cosqb-l—%sinqﬁ:() (13)

ml - k
; - 14
e A T ! (14)
§+q5+%¢:0 (15)

dar vi har anvant cos¢ ~ 1, sin¢ ~ ¢ och ¢* = 0. Ekvationerna kan skrivas pa matrisform

Mx + Kx =0, dar
x_(w) A 1 MTm A’_(;\fim 0) (16)
=lg) M=l M) =TT
Ansats av typen x = ae™?, dir a ar en kolumnvektor innehéllande amplituder, ger
(-Mw?* + K)a=0. by

Nollskilld 16sning for a fas endast da determinanten av (—Mw?® + K') ar lika. med noll. Detta leder
till en andragradsekvation i w? med l6sningarna,

2 gM+m)+kl | 1 = - -
Wt = S gV S+ ) (R)? — 2gkU(M — m) (18)




Uppgift 4.
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Placera ett koordinatsystem (&, 7, ) langs stangens huvudtroghetsaxlar. I detta system ar troghetstensorn
diagonal,

Le 0 0
I=|o0 1, 0], (19)
0 0 I
dar ! !
[Eé = Eml{ I??T.' — O, [CC = i—?‘mlz (20)

Rotationsvektorn beskrivs i (&, 7, )-systemet av
w = w(cos o) + sin al). (21)
Stangens rorelseméangdsmoment ar L = Lw

mi? 10 0 0 1 R X
Li= 0 0 0 weosa | = Emizw sina¢ = L, (22)
2

0 0 &ml wsin o
dvs L roterar kring w vinkelratt mot stangen.

Z

=]

4L

=, beskriver vi L i ett fixt koordinatsystem (z,y, z)

For att berdkna kraftmomentet pa stangen, T =
dar rotationsaxeln ligger 1 z-riktningen (se fig.),

L = LcosacoswtX + L cos asinwty + L sin oz, (23)

4




Kraftmomentet ges av

dL

Ti= rle —Lwcos asinwtx + Lw cos a cos wty = Lw cos a— sinwtX + coswty), (24)
vilket ger
il
r=|7|=/72+ T?f = Lwcosa = ﬁmlng ST ¢ COs . (25)
Vi kan nu berakna kraften F' fran axeln pa vardera lagret mha 7 = Fd,
L P
F = M sz sin a cos a. (26)
Uppgift 5.
A
0

Betrakta ett system som roterar med karusellen. Emils pendel paverkas i detta system, utover
tygngdkraften W = mg, av fiktiva krafter. De fiktiva krafterna i roterande system ges av

Ffict = Fcorialis + Fcentrz'_fugal = —2mfd x Veot — mil X ( Q x I'), (27)

dar @ = Q% ar rotationsvektorn och v,,; = v(—r) ar Emils hastighet i det roterande systemet.
Centrifugalkraften ar riktad utat fran rotationsaxeln och paverkar darfor inte pendelns rorelse.

~

Fcorz’a!is = —2mi} x Vot = —2mz x ‘U(—f‘) = 2mQvé (28)

Totala kraften i pendelns rorelseplan ges av

F = —mgz + 2mQué (29)

coriolis
F;’eS
Pendelns utslagsvinkel i jamvikt, ¢q, ges av
Erions 2mv , 20v
tan ¢y = CL{;’” = -~ = gy = a.rctan(T). (30)

Om pendeln var stilla nar Emil bérjade ga kommer den att pendla med amplitud ¢y omkring
jamviktslaget. Maximal utsalagsvinkel blir darfor ¢, = 2.




Uppgift 6.

@
foton elektron
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E moc? S P LE

Energikonservering ger

E +moc® = Ef+ E., (31)

dar Ey och E, ar fotonens resp. elektronens energi efter stoten.
Roérelsemangdskonservering ger

—: Efc=p.cos¢p = E* = (p.c)?cos’ ¢

T: 0= Effc—pesing = E% = (pec)®sin® ¢

dar p. ar elektronens rorelsemangd efter stéten, E/c och E/c dr fotonens rorelsemangd fore resp
efter stoten. Addition av ekvationerna ovan ger

E? 4+ E2 = (pec)’. (32)
Sétter vi in enregi-rorelseméngdsrelationen (p.c)? = E? — (mgc?)? i ekv. (32) far vi
E? + E} = E? — (moc®)? (33)

Anvénd energikonservering (ekv. (31)) och ekv. (33) fér att eliminera elektronens energi F,.. Fran

ekv. (31) har vi

E. = E+m062~E‘f. (34)
Insattning i ekv. (33) ger
E*+ E7 = (E 4+ moc® — Ef)? — (moe?)?, (35)
vilket leder till ett uttryck for fotonens energi efter stoten
E
= Efmect +1° (36)
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