


Tentamen i Mekanik för F,  del  B 
Måndagen 12 januari  2004,  8.45-12.45,  V-huset  
Examinator  och jour:  Martin Cederwall,  tel.  7723181,  0733-500886

Tillåtna hjälpmedel:  Physics Handbook,  Beta,  kalkylator i fickformat,  samt  en egenhändigt
skriven A4-sida med valfritt  innehåll.

Alla  svar,  utom på fråga 1,  skall  motiveras,  införda storheter förklaras liksom val av metoder.
Erhållna svar  skall  i förekommande fall  analyseras m.a.p.  dimension och rimlighet.  Även
skisserade lösningar kan ge delpoäng.  Skriv och rita  tydligt!  Maximal total  poäng är  60.  För
betyg 3,  4  och 5 krävs 30,  40 respektive 50 poäng.  Lycka till!

 1.  Ange vilka av följande påståenden som är  sanna respektive falska!  (12 poäng,  dvs.
2 poäng för  varje korrekt  svar  utöver 6)

En viskös dämpkraft  är  konservativ  exakt  då dämpningen är  kritisk.

Tidvattenkrafter kan sägas bero på att  gravitationsfältet  inte  är  konstant,
och att  de olika delarna av en (stel) kropp därför  inte  samtidigt  kan vara i
fritt fall.

Rörelsemängden är  alltid  bevarad,  och därför  är  rörelseekvationen för  en
kropp vars  massa inte är  konstant  (dm/dt)v+m(dv/dt)=0 ("raketekvationen").

Energin är  alltid  bevarad,  och närvaron av en "icke-konservativ" kraft  är  ett
uttryck för  att  energi  omvandlas till former som inte kan hanteras i
Newtonsk mekanik.

Rörelsemängdsmomentet  är  alltid  bevarat.

Om en kropp i något  (ortogonalt)  koordinatsystem har  samtliga
deviationsmoment  noll  gäller  detta  i alla  system.

Om en kropp i något  (ortogonalt)  koordinatsystem har  samtliga
deviationsmoment  noll  och de tre  tröghetsmomenten lika gäller  detta  i alla
system.

Hela jordens befolkning skulle  få  plats stående på Gotland.

En leksakssnurra,  som utför  reguljär  precessionsrörelse under  inverkan av
tyngdkraften,  precesserar långsammare på månen än på jorden.

Alla  ekvationer  som styr tvådimensionell rotationsrörelse (rörelseekvation,
uttryck för  energi  etc.) är  helt  analoga med ekvationerna för  endimensionell
translationsrörelse.

Om man jämför oscillationsfrekvensen för  en massa fäst  via en fjäder  i en
vägg med den för  samma situation där  den fasta väggen är  ersatt  med en
tung kropp,  är  den senare högre än den förra.

Om två huvudtröghetsmoment  är  lika,  är  också varje axel i det  plan som
spänns av motsvarande huvudtröghetsaxlar en huvudtröghetsaxel med
samma huvudtröghetsmoment.

 2.  En cylindrisk  kropp med densitet  lägre än vattens flyter så att  axeln är  vertikal.  
a.  Bestäm jämviktsläget  i vertikalled.  
b.  Antag att  vattenflödet  då cylindern rör sig uppåt  och nedåt  är  sådant  att  vattnets
rörelseenergi är  försumbar jämfört  med cylinderns.  Visa att  cylindern under  dessa
förutsättningar utför  harmonisk svängningsrörelse i vertikalled och bestäm
svängningarnas vinkelfrekvens.  
c.  Om det  tidigare antagandet  inte  är  riktigt,  och man modellerar den dissipativa
kraften som en liten konstant  b  gånger  hastigheten,  bestäm den typiska tidsskalan
för  dissipation.  Vad exakt  menas med att  b  är  "liten"? 
(Alla  svar  skall  uttryckas i termer av kroppens och
vattnets  densiteter samt  kroppens dimensioner.)  (16
poäng)  

 3.  En snöplog röjer  en väg med nyfallen snö.  Snön är  50
cm djup och har  en densitet  på 150 kg/m3. Plogbilen
ser ut  som skissat  i figuren till höger  och väger 4  ton.
Bredden på skoveln framtill är  2.5 m.  Snön som
lämnar skoveln åt  höger  kan antas ha samma
hastighet  som plogen.  
a.  Om plogbilen åker med den konstanta farten 10
m/s, vilken effekt  behöver motorn utveckla (övriga
förluster borträknade)? 



b.  Om motorn plötsligt  slutar driva,  hur  låt  hinner  plogbilen innan dess fart  har
sjunkit  till hälften (om man försummar rullfriktion,  luftmotstånd etc.)? 
c.  Anser du att  antagandet  att  andra dissipativa krafter är  små i jämförelse är
rimligt? (12 poäng)  

 4.  En rymdstation är  formad som en smal
torus ("doughnut") enligt  figuren.  Dess
radie är  100 m och dess massa 20
kiloton.  Massan i öriga delar  av
rymdstationen är  försumbar.  Stationen
roterar  kring sin symmetriaxel så att  den
upplevda gravitationsaccelerationen vid

periferin  skall  vara 0.75 g.  Vid  ett  tillfälle  skjuts en rymdfarkost  ut  från torusen i en
riktning parallell  med rotationsaxeln,  vilket  åstadkommer en impuls  i motsatt  riktning
av storleken 10 kNs.  Beskriv rymdstationens rotationsrörelse därefter  i termer av
spinn och precession!  (20 poäng)



Lösningar till tentamen i Mekanik F del B 12 januari 2003
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2. Trycket p̊a cylinderns bottenyta är p = ρ0gx [Nm−2 = (kgm−3)(ms−2)m], där ρ0 är

vattnets densitet och x avst̊andet fr̊an bottenytan till vattenytan. Lyftkraften är allst̊a

Flyft = −ρ0gxA, där A är cylinderns tvärsnittsarea, och minustecknet kommer av att jag

väljer samma referensriktning för kraften som för läget x. Tyngdkraften är Fg = mg = ρAhg,

där ρ är kroppens densitet och h cylinderns längd. Cylinderns rörelseekvation blir allts̊a

ρAhẍ = −ρ0Agx + ρAgh = −ρ0Ag

(

x −
ρ

ρ0

h

)

Jämviktsläget är x = x0 = ρ
ρ0

h (verkar rimligt—en mycket lätt cylinder sjunker knappt

ned alls, medan en som nästan har vattnets densitet är nästan helt nedsänkt). Definiera

koordinaten y som är noll i jvktsläget: y = x − x0. Rörelseekvationen blir

ÿ +
ρ0

ρ

g

h
y = 0

varur vinkelfrekvensen avläses: ω0 =
√

ρ0

ρ
g
h . Dimensionerna är uppenbara.

Om det dessutom finns en dämpkraft blir ekvationen

ÿ + 2γẏ + ω2

0y = 0

där γ = b
2ρAh . Den karakteristiska ekvationen, r2 + 2γr + ω2

0 = 0, har lösningar r = −γ ±
i
√

ω2
0
− γ2, och man f̊ar svagt dämpade svängningar som avtar exponentiellt p̊a en tidsskala

γ−1. P̊ast̊aendet “b är liten” betyder att γ << ω0.

Dimensionskontroll: [γ−1] = [ρAhb−1] = kgm−3m3(Nsm−1)−1 = s.

3. Plogens hastighet: v = 10m/s, snöns densitet ρ = 150kg/m3, plogens tvärsnittsarea:

A = 2.5 × .5 = 1.25m2.

Massa snö per tidsenhet som accelereras fr̊an vila till hastigheten v: ṁ = ρAv. Impulsökning

per tidsenhet = kraft: F = ṁv = ρAv2 (vad som händer med snön efter den har lämnat

skoveln spelar ingen roll). Effekten är P = Fv = ρAv3.

Numeriskt: P = 150 × 1.25 × 1000 ≈ .2MW .

Dimensionskontroll (enheter): [ρAv3] = kgm−3 × m2 × (ms−1)3 = kgm2s−1 = W .



Om motorn slutar driva vid x = 0, v = v0, är ma = mv dv
dx = −ρAv2, med lösningen

v = v0e
− ρA

m
x. Hastigheten sjunker till hälften efter sträckan x = m

ρA log 2 ≈ 15m (rimlighet:

efter denna sträcka är massan hos den bortröjda snön jämförbar med bilens massa). En bil

som börjar rulla med 10m/s tar normalt mycket längre sträcka för att tappa en stor del av

sin fart, s̊a det är nog inte helt orimligt att kasta andra motst̊andskrafter...

4. Beteckna koordinatriktningar anpassade till rymdstationen med ξ, η, ζ, där ζ-axeln ligger

längs symmetriaxeln. Rymdstationen har tröghetsmoment Iζ = mR2 med avseende p̊a sin

symmetriaxel och I⊥ = 1

2
mR2 med avseende p̊a axlar vinkelräta mot symmetriaxeln. Före

stöten har den ett rörelsemängdsmoment L0 = Iζω0, där ω0 är rotationshastigheten. Denna

bestäms av den effektiva tyngaccelerationen g̃ = .75g = Rω2
0. Numeriskt är ω0 ≈ .27s−1,

L0 ≈ 5.4 × 1010kgm2s−1.

Impulsen I verkar enligt figuren i uppgiften. I v̊art koordinatsystem är I = −Iζ̂. L̊at ξ-axeln

g̊a genom angreppspunkten. D̊a f̊as ändringen i rörelsemängdsmoment ∆L = Rξ̂× I = RIη̂.

Numeriskt är denna ändring till beloppet mycket mindre än L0,
|∆L|
L0

≈ 1.8 × 10−5. Kalla

detta lilla tal för α.

Rörelsemängdsmomentet efter stöten är L = L0 +∆L = L0(ζ̂ +αη̂). Eftersom det inte finns

n̊agra vridande moment kommer L att förbli konstant. Den definierar en rumsfix riktning

ẑ som rotationsvektorn kommer att precessera kring. Rotationsvektorn ~ω omedelbart efter

stöten f̊as fr̊an L = Iζωζ +I⊥ωη, s̊a ~ω = ω0(ζ̂+2αη̂). Om man istället sönderlägger ~ω i en del

längs ζ̂ (spinn) och en längs ẑ = (1 + α2)−1/2(ζ̂ + αẑ) (precession), s̊a f̊ar man ~ω = νζ̂ +Ωẑ,

där ν = −ω0 och Ω = 2
√

1 + α2ω0 ≈ 2ω0.

P̊a nästa sida finns en bild som visar ungefär hur det ser ut, om man förstorar upp vinkeln

mellan ẑ och ζ̂, som ju är ungefär α mätt i radianer. Spinnvektorn är nästan precis motrik-

tad precessionsvektorn och hälften s̊a l̊ang som den. Spinnvektorn, liksom allts̊a totala ro-

tationsvektorn, precesserar runt Ω som visat i figuren. Rymdstationens plan är hela tiden

vinkelrätt mot spinnvektorn. Effekten är en mycket liten variation hos ~ω, och allts̊a en mycket

liten “wobblande” rörelse hos rymdstationen.
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1a) Systemet med de två massorna har längst svängningstid. Tröghetsmomentet för detta system
är Idubbel = m((l − x)2 + (l + x)2) = 2m(l2 + x2) vilket skall jämföras med det enkla systemet,
Ienkel = 2ml2. Dvs Idubbel > Ienkel vilket medför att svängningstiden är längre för systemet med
två massor. Rörelseekvationen för en fysisk pendel ges ju utav

Iθ̈ + 2mglθ = 0, där T =
2π

ω
= 2π

√
I

2mgl
.

Detta kan också inses om vi låter x → l vilket gör att längden på pendeln blir dubellt så lång och
eftersom svängningstiden T ∼ √

r/g (där r är längden på pendeln) följer det att T ökar då r ökar.
1b) Kulornas totala kinetiska energi kommer att vara lika stor efter att de rullat lika lång sträcka.
Dess storlek ges av

T =
1
2
mv2 +

1
2
Iω2, ω =

v

R

dvs ju större tröghetsmoment kulan har desto mer energi går åt att rotera kulan istället för att
translatera den. Tröghetsmomentet för det sfäriska skalet är IPb = 2

3mR2, och det massiva alu-
miniumklotet IAl = 2

5mR2. Klotet med ett hålrum fyllt med flytande kvicksilver har försumbart
tröghetsmoment (IHg ≈ 0). Detta gör att relationerna för hastigheterna blir

vHg > vAl > vPb.

2 Låt en axel a gå genom en godtycklig punkt A och en parallell axel a’ genom tyngdpunkten
G. Rita ut en vinkelrät linje b från axel a genom axel a’. Punkten där dessa korsas kallar vi P och
vektorn mellan P och A, R̄. Välj ett godtyckligt masselement dm och låt r̄ vara vektorn från A till
detta element dm och r̄′ vektorn mellan P och dm som bildar vinkel θ med linje b.

R

r’

r

A

P
O

dm

a

a’

b

Tröghetsmomentet ges utav I =
∫

r2dm.

Cosinussatsen ger att r2 = R2 + r′2 + 2Rr′ cos θ, dvs

IA = R2

∫
dm +

∫
r′2dm + 2R

∫
r′ cos θdm

Den första termen är mR2, den andra tröghetsmomentet för tyngpunkten IG och den sista termen
är noll eftersom r′ cos θ är vinkelrät mot axel a’ och börjar där dessa skär varandra. (En summer-
ing över alla vinkelräta avstånd till masselementen är ju noll eftersom vi utgår ifrån axeln genom
tyngdpunkten.) Vi har alltså att

IA = IG + mR2

vilket antar sitt minsta värde då R = 0, dvs då A sammanfaller med G.
3 Vi tänker oss kedjan som bestående av två delar, en som hänger över kanten med längden x,
och en del som rör sig utmed planet med längden L − x. Newtons andra lag ger nu

ρxg − T = ρxẍ och T = ρ(L − x)ẍ

där T är spännkraften i kedjan och ρ massan per längdenhet. Med hjälp av dessa ekvationer
finner vi accelerationen ẍ och spännkraften T som funktioner av x:

ẍ =
g

L
x T = ρgx(1 − x

L
)

1



4 Inför en x-axel riktad nedåt utmed det lutande planet, dvs i acc. riktningen för punkten A.
Kraftmomentet kring punkten A ges av

ΣMA = Iα + Σmād

där d är det vinkelräta avståndet mellan acc. riktningen för stångens tyngdpunkt och A. Om vi
inför polära koordinater och låter l = 2r så fås att I = 1

12ml2 = 1
3mr2 och 0 = 1

3mr2α + mrαr −
mar cos θ, dvs

α =
3a cos θ

4r

Vi har också Newtons andra lag i x-led:

ma − mrω2 sin θ − mrα cos θ = mg sin θ

Den momentana accelerationen a för punkten A vid start i vila (ω = 0) fås genom att kombinera
de två utrycken så att

a =
g sin θ

1 − 3
4 cos2 θ

Alternativ lösning: Inför koordinatsystem med y-axeln riktad uppåt längs med den homogena
stången och x-axeln vinkelrät mot denna. Inför också vinkelhast. ω och vinkelacc. α för stången.
Accelerationen för tyngdpunkten G kan nu skrivas som āG = aA(− cos θx̂−sin θŷ)+ 1

2 lω2ŷ+ 1
2 lαx̂.

Newtons andra lag i x- och y-led samt en kraftmomentsekvation kring tyngpunkten G ges av

−N sin θ = m(−aA cos θ +
1
2
lα)

N cos θ − mg = m(−aA sin θ +
1
2
lω2)

N sin θ
l

2
= Iα

där N är normalkraften och I = 1
12ml2. Lösning av detta ekvationssystem ger den momentana

accelerationen aA given ovan.
5 Inför principalaxlar x′, y′, z′ utmed den stela kroppen, med vinkeln θ mellan z′- och z-axeln.
Detta leder till att matrisen för tröghetsmomentet endast har nollskilda element i diagonalen
(dvs deviationsmomenten är noll)

I =

⎛
⎝ Ix′x′ 0 0

0 Iy′y′ 0
0 0 Iz′z′

⎞
⎠

där Ix′x′ = 1
12mL2 + 1

3mL2 + mL2 = 17
12mL2, Iy′y′ = 1

3mL2, Iz′z′ = 1
12mL2. För att relatera våra

två koordinatsystem inför vi enhetsvektorer x̂′, ŷ′, ẑ′ utefter x′, y′ resp. z′-axlarna.

x̂′ = cos θx̂ − sin θẑ x̂ = cos θx̂′ + sin θẑ′

ŷ′ = ŷ

ẑ′ = sin θx̂ + cos θẑ ẑ = − sin θx̂′ + cos θẑ′

Vinkelhastigheten kan nu skrivas som ω̄ = ωẑ = ω(− sin θx̂′+cos θẑ′) vilket medför att rörelsemängdsmo-
mentet

H̄ = ω̄ · I = −ωIx′x′ sin θx̂′ + ωIz′z′ cos θẑ′ = −4
3
ωmL2 sin θ cos θx̂ + (

1
12

ωmL2 +
4
3
ωmL2 sin2 θ)ẑ

2



Alternativ lösning: Om vi inte inför principalaxlar behöver vi räkna ut Izz och deviationsmo-
menten Iyz och Ixz eftersom

H̄ = −ωIxzx̂ − ωIyz ŷ + ωIzz ẑ (14)

där Ixz =
∫

xzdm = m
L

∫ L

0
l sin θl cos θdl + m

L

∫ L/2

−L/2
L sin θL cos θdy = 4

3mL2 sin θ cos θ, Iyz =
m
L

∫ L/2

−L/2
yzdy = 0 och Izz =

∫
(x2+y2)dm = m

L sin θ

∫ L sin θ

0
x2 sin2 θdx+ m

L

∫ L/2

−L/2
(L2 sin2 θ+y2)dy =

1
12mL2 + 4

3mL2 sin2 θ. Insättning i uttrycket för rörelsemängdsmomentet ger nu samma resultat
som ovan.
6 Genom att lösa rörelseekvationen för den dämpade svängningsrörelsen och sedan studera
kvoten mellan uttrycken för utslagsvinkeln vid tiden t = 0 och t = 47s kan vi ta fram storleken
på c. Inför polära koordinater r, θ och sätt upp Newtons andra lag i θ̂-led:

mlθ̈ = −mg sin θ − clθ̇

För små vinklar (sin θ ≈ θ, cos θ ≈ 1) fås ekvationen för en dämpad svängningsrörelse

θ̈ + 2γθ̇ + ω2
0θ = 0

där γ = c
2mω0

, ω2
0 = g

l . Lösningen ges utav

θ(t) = Ae−γω0t sin(ω0

√
1 − γ2t + δ)

där δ är en fasfaktor. Kvoten för detta uttryck vid tiden t = 0 och t′ = 47s är 2 (vinkeln då pendeln
är i sitt vändläge är ju halverad efter 47s) dvs

2 =
θ(0)
θ(t′)

=
A

Ae−γω0t′

Lösning av denna ekvation och insättning av givna värden m = 0.70kg, t′ = 47s ger

c =
2m ln 2

t′
= 0.021kg/s

3
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s st�ar stilla i luften� �ar rotorn horisontell� men n�ar helikoptern sedan skall b�orja r�ora
sig fram�at l�ater piloten den tippa kring en horisontell axel s�a att nosen s�anks� H�arvid
uppst�ar en gyroskopverkan s�a att helikoptern �aven tippar i sidled� �Ar det helikopterns
v�anstra eller h�ogra sida som s�anks�

b� En massam �ar f�ast i en icke	linj�ar fj�ader som p�averkar denmed kraften F � kx��x��
d�ar k och � �ar konstanter och x �ar avvikelsen fr�an j�amviktsl�aget� Systemet kan utf�ora
en sv�angningsr�orelse med amplituden xmax och sv�angningstiden T � Om � � �� blir

sv�angningstiden T � ��
q
m�k oberoende av amplituden xmax� Om � � �� blir d�a T

en avtagande eller v�axande funktion av xmax�

�� Utg�a fr�an Newtons andra lag F � �p� d�ar F �ar den totala yttre kraft som verkar p�a ett
givet materiellt system med r�orelsem�angden p� H�arled d�arifr�an r�orelseekvationen f�or
en raket med massan mt� som p�averkas av en yttre kraft Ft�� Raketens hastighet
�ar vt�� och den massa som l�amnar raketen har hastigheten ut� relativt raketen�
Ledning	 Det g�aller allts�a att st�alla upp en di�erentialekvation fr�an vilken man kan
l�osa ut �vt� uttryckt i Ft�� mt�� �mt� och ut���

�� Hylsan A r�or sig med konstant hastighet v� Best�am vinkelhastigheten � f�or st�angen
AB uttryckt i s� v och R�

�� Den tunna ringen har massan m och kan fritt rotera i vertikalplanet kring den �xa
punkten O� Om den sl�apps i vila d�a � � �� best�am n	 och t	komponenterna av kraften
som p�averkar ringen i O som funktioner av ��

�� Best�am systemets r�orelsem�angdsmomentH� med avseende p�a O i det avbildade �ogonblicket�
Klotens radie samt massan f�or axeln och st�angerna kan f�orsummas�

�� St�all upp systemets r�orelseekvation och best�am dess naturliga vinkelfrekvens �n och
d�ampfaktor ��

Lycka till






Tentamen i Mekanik för F del B
13 januari 2003

1a) Helikopterns rotor roterar motsols så att rörelsemängdsmomentet är riktat uppåt och dess
tidsderivata framåt. Antag att vi lägger på ett yttre moment så att nosen på helikoptern inte sänks
på någon sida, dvs så att nosen pekar rakt fram. För att åstadkomma detta måste ett moment
som drar nosen åt höger läggas på. I frånvaro av detta yttre moment kommer alltså helikopterns
vänstra sida att sänka sig.
b)Med � � � har vi en linjär fjäder med T � ��

p
m�k, där k ges av lutningen i kurvan F � kx.

Med � � � fås en brantare lutning på kurvan F � kx � �x� med ökande xmax vilket gör att T
kommer att avta som funktion av xmax.
2 Skriv upp rörelsemängden före och efter ett tidssteg �t:

�p�t� � �M ��m��v

�p�t ��t� � M ��v ���v� � �m��v � �u�

där M ,�m är massan för raketen resp. det förbrukade bränslet under tiden �t. �v och ��v är
hast. för raketen resp. dess förändring, �u är förbränningsgasernas hastighet relativt raketen. Detta
medför att

�F �
d�p

dt
� lim

t��

�p�t��t�� �p�t�

�t
� lim

t��

M��v ��m�u

�t
�M

d�v

dt
�
dm

dt
�u�

Med dm
dt

� �dM
dt

fås att

��v�t� �
	

M
� �F �t� � �M�t��u�t���

3 Vi har ett tvång på systemet för den rätvinkliga triangeln med sidorna R� s��� R sin �

�R sin ��� �
s�



� R�

där � är en av de två vinklarna som är lika stora i den likbenta triangeln som bildas av sidorna
med längderna R�R� S. Derivera båda sidor m.a.p tiden så fås uttrycket ( �s � v)

�� �
�vp


R� � s�
�

Vinkelhastigheten för stången kommer nu att bli � � � �� � v�
R� � s���
�

� , medsols rotation.
4 Vi skall räkna ut krafterna Ot� On riktad i ��t-led och �n-led, med hjälp av Newtons andra lag. Vi
behöver då accelerationens t� n komponenter som ju är at � r� och an � r�� Då kraftmomentet
M � I�, där � är vinkelaccelerationen och tröghetsmomentet I � Ic � mr�. Den tunna ringen
har tröghetsmomentet Ic � mr�, vilket medför att I � �mr�. Eftersom kraftmomentet kring pkt
O är M � mgr cos � fås att

� �
mgr

I
cos � �

g

�r
cos ��

Nu behöver vi endast ta fram ett uttryck för vinkelhastigheten så kan vi lösa ut våra efterfrågade
kraftkomponenter. Genom att använda att

R �
�
�d� �

R �
�
�d� (ringen släpps ju i vila vid � � �) fås

att �� � g

r
sin �, vilket i sin tur leder till Newtons andra lag:

On �mg sin � � mr�� � On � �mg sin �

�Ot �mg cos � � mr� � Ot �
	

�
mg cos �

där On är riktad i �n-led och Ot i ��t-led från punkten O.

1



5 Vinkelhastigheten �� � ��z så att rörelsemängdsmomentet m.a.p O i det avbildade ögonblicket
blir

�HO � ��Ixz �x� �Iyz �y � �Izz�z

där Ixz� Iyz är deviationsmoment. Vi har att

Izz � mR� �mR� � �mR�

Iyz �
	

�
mRL� �

�
mRL � �	

�
mRL

Ixz � �

och slutligen
�HO �

	

�
m�RL�y � �m�R��z�

6 Vi ställer upp rörelseekvationen och identifierar sedan dämpfaktorn 	 och vinkelfrekvensen �n.
Ur figuren ser vi att c� �x� kx� c� �x kommer att motverka rörelsen i x-led medan c� �xB kommer att
vara en drivande faktor. Newtons andra lag kommer nu att se ut så här:

mx � �c� �x� c� �x� kx� c��b sin�t

vilket också kan skrivas som

x � � �c� � c��

m
�x� k

m
x� c��b

m
sin�t

eller på standardformen

x� �	�n �x� ��nx � �c��b
m

sin�t�

Identifiera nu den dimensionslösa dämpfaktorn 	 och vinkelfrekvensen �n;

	 �
�c� � c��

�m�n
� �n �

r
k

m
�

2



Tentamen i Mekanik f�or F del B

Kurskod� FFM���
Examinator� M�ans Henningson�
Tid och plats� M�andagen den �� oktober ���� kl ����� 	 ����� i V�
Jourhavande assistent� Ludde Edgren
 ankn �����
Hj�alpmedel� Typgodk�and r�aknedosa�
Po�angber�akning� Varje uppgift ger maximalt �� po�ang� Deluppgifterna i uppgift � ger
vardera � po�ang�� Gr�ansen f�or godk�ant �ar �� po�ang�
T�ank p�a att l�osningarna m�aste vara presenterade p�a ett klart och tydligt s�att� Rita korrekta
�gurer d�ar det klart framg�ar till exempel vilket koordinatsystem som anv�ands� Alla �ovriga
inf�orda beteckningar skall ocks�a f�orklaras och uppst�allda ekvationer motiveras� Bara formler
utan f�orklarande text �ar inte acceptabelt�

De kvalitativa uppgifterna � a� och b� kr�aver inte n�agra l�angre r�akningar� Teoriuppgiften �
skall behandlas i ett allm�ant fall utan n�agra extra antaganden� R�akneuppgifterna � � � �ar
inte ordnade efter sv�arighetsgrad�

�� a� En konst�akerska utf�or en piruett p�a isen� Till en b�orjan har hon armarna rakt
utstr�ackta
 men sedan drar hon in dem mot kroppen� Man kan d�arvid observera att
hennes vinkelhastighet �okar� F�orklara detta genom att anv�anda att en viss storhet �ar
konstant i tiden�

b� Den v�anstra och den h�ogra massan �ar lika
 och de tv�a fj�adrarna i det h�ogra systemet
�ar av samma typ som fj�adern i det v�anstra systemet� Det v�anstra systemet kan utf�ora
vertikala sv�angningar med sv�angningstiden t � �
� s� Vad blir sv�angningstiden f�or det
h�ogra systemet�

�� En stel kropp roterar kring en �x punkt O med vinkelhastighetsvektorn �� Visa att
dess kinetiska energi kan skrivas

T �
�

�
� �HO�

d�ar vektorn H� �ar kroppens r�orelsem�angdsmoment med avseende p�a O�

�� Raketen v�ager �
� ton och br�anslef�orbrukningen �ar ��� kg�s� F�orbr�anningsgasernas
hastighet relativt raketen �ar ��� m�s� P�a den aktuella h�ojden �ar tyngdaccelerationen
�
�� m�s�� Best�am vertikal och horisontalkomponenterna av raketens acceleration�

V�and�



�� Armen OA har tyngdpunkten i G
 massanmOA och tr�oghetsmomentet I� med avseende
p�a den �xa punkten O� Kugghjulet B har massan mB och tr�oghetsmomentet IA med
avseende p�a sin mittpunkt A� Kugghjulet C �ar �xt i vertikalplanet och kan inte rotera�
Armen OA �ar fr�an b�orjan horisontell och i vila
 och p�averkas d�arefter av ett konstant
vridmoment M � Best�am vinkelhastigheten f�or armen OA d�a den �ar vertikal s�a att
punkten A sammanfaller med A���

�� Den homogena plattan har massan m och roterar med konstant vinkelhastighet �
kring den vertikala axeln� Best�am vridmomentsvektornMmed vilken plattan p�averkar
axeln� Ledning� Best�am plattans huvudtr�oghetsaxlar och huvudtr�oghetsmoment��

�� Visa att systemets egenfrekvens �ar oberoende av vinkeln ��

Lycka till	





Tentamen i Mekanik f�or F del B
�� oktober ����

�a� Eftersom kraften �ar riktad i �r�led �ar r�orelsem�angdsmomentet en konserverad storhet�

d �H

dt
�

d

dt
��r � �G� � r�r � F �r � �

Dvs	 I�w� � I�w� och d
a tr�oghetsmomentet I� � I� �radien minskar� �� w� � w� �vinkel�
hastigheten �okar��
b� Det v�anstra systemet har frekvensen �� �

p
k�m medan det h�ogra har frekvensen �� �p

k��m � �p
�
�� �i analogimed parallellkopplademotst
and	 �k� � �k��k�� D
a sv�angningstiden

t� � ����� �
p
�t� och t� � ���s �� t� �

�p
�
s�

� Uttrycket f�or kinetiska energin ges av�

T �


�

X
i

mi ��r � ��r �


�

X
i

mi��� � �ri� � ��� � �ri� �


�

X
i

mi�� � �ri � ��� � �ri� �


�
�� � �H�

H�ar har vi anv�ant � �A � �B� � �C � �A � � �B � �C� och att vinkelhastigheten �ar densamma f�or varje
punkt i den stela kroppen�
� Skriv upp r�orelsem�angden f�ore och efter ett tidssteg �t�

�G�t� � �M ��m��v
�G�t ��t� � M ��v ��v� � �m��v � �u�

d�ar M 	�m �ar massan f�or raketen resp� det f�orbrukade br�anslet under tiden �t� �v och ��v �ar hast�
f�or raketen resp� dess f�or�andring	 �u �ar f�orbr�anningsgasernas hastighet relativt raketen �motsatt
riktning mot raketen�� Detta medf�or att

�F �
d �G

dt
� lim

t��

�G�t ��t�� �G�t�

�t
� lim

t��

M��v ��m�u

�t
� M

d�v

dt
�
dm

dt
�u

Med dm
dt

� �dM
dt

f
as att acceleration

�a �
�u

M

dM

dt
� �g

Relativa hastigheten i x� y�led �horisontal� resp� vertikalled� ux � u sin �� uy � u cos � �� � ��o�
ger nu vertikal och horisontalkomponenterna av raketens acceleration

ax �
u

M

dM

dt
sin � ay �

u

M

dM

dt
cos � � g

Med givna v�arden �u � ����m�s	 dM
dt

� ���kg�s	 g � ����m�s�	 � � ��o	 M � ����kg� blir
ax � ���m�s� och ay � ���m�s��
� Anv�and att det utf�orda arbetet U �ar summan av potentiella V och kinetiska energin T 	 dvs

U � T � V � Det utf�orda arbetet U �
R ���
�

M � d� � M �
�
	 pga det konstanta vridmomentet M �

Kinetiska energin

T �


�
IO�

� �


�
IA�

�� �


�
mB�r � R����

d�ar kugghjulet B snurrar med vinkelhastigheten �� och � �ar v
ar s�okta vinkelhastighet� Vinkel�
hastigheterna �ar relaterade som ��r � ��r � R�� Potentiella energin d
a punkten A sammanfaller
med A� �med nollan i horisontall�aget� ges av V � mBg�r � R� �mOAg�

R
�
�� Med U � T � V f
as

nu att

M
�

�
�



�
IO�

� �


�
� �

R

r
��IA�

� �


�
mB�r �R���� � V





Ins�attning av uttrycket f�or V ger nu vinkelhastigheten f�or armen OA d
a den �ar vertikal�

� �

�
�M � g��mB�r � R� �mOAR�

IO � IA� �
R
r �

� �mB�r �R��

� �

�

Alternativ l�osning� Anv�and en momentekvationen kring O och integrera �over d� fr
an � till �
�
	

eftersom
R
�d� �

R
�d��

Z ���

�

�M �mOAg
R

�
cos � �mBg�r �R� cos ��d� �

Z �

�

�IO �mB�r � R�� � IA� �
R

r
����d�

vilket ocks
a ger den erh
allna l�osningen ovan�
� Inf�or principalaxlar x�� y�� z�	 d�ar x�� y� ligger utmed plattans yta s
a att x� � x och z� bildar
� � ��o vinkel med z� Tr�oghetsmomentet kring z� ges nu av �deviationsmomenten �ar ju h�ar noll�

I �

�
� Ix�x� � �

� Iy�y� �
� � Iz�z�

�
A

d�ar Ix�x� � �

��
m��d�� � �

�
md�� Iy�y� � �

��
m��d�� � �

�
md�� Iz�z� � �

��
m���d�����d��� � �

�
md�� F�or

att relatera v
ara tv
a koordinatsystem inf�or enhetsvektorer �x�� �y�� �z� utefter x�� y� resp� z��axlarna�

�x� � �x

�y� � cos ��y � sin ��z �y � cos ��y� � sin ��z�

�z� � � sin ��y � cos ��z �z � sin ��y� � cos ��z�

Vinkelhastigheten kan nu skrivas som �� � ��z � ��sin ��y��cos ��z�� vilket medf�or att r�orelsem�angdsmomentet

�H � �Iy�y� sin ��y� � �Iz�z� cos ��z�

och vridmomentet	 med vilken plattan p
averkar axeln�

�M � ��� � �H � ����Iz�z� � Iy�y� � cos � sin ��x� � ��

�
m��d��x

Vinkelhastigheten f�or koordinatsystemet x�� y�� z� �ar ju �aven den ��z�
Alternativ l�osning� Om vi inte inf�or principalaxlar beh�over vi r�akna ut deviationsmomenten Iyz
och Ixz eftersom

�M � ��� � �H � ���Iyz�x� ��Ixz�y ��

d�ar Ixz � � och Iyz �
�

�
md� s
a att �M � ��

�
md����x�

� Inf�or x�axel utmed det lutande planet fr
an j�amviktsl�aget som ligger avst
andet 	 ifr
an fj�aderns
osp�anda l�age� R�orelseekvationen ges d
a utav

m�x � �k�x� 	� �mg sin �

I j�amviktsl�aget x � � g�aller att�

k	 � mg sin � �� �x�
k

m
x � �

med l�osning

x�t� � A sin�t �B cos�t� � �

r
k

m

d�ar konstanterna A�B best�ams av begynnelsev�arden� Vi ser att � �ar oberoende av �� � best�ammer
enbart j�amviktsl�aget 	 varifr
an sv�agningarna utf�ores�

�



Tentamen i Mekanik F del B

Tid och plats� Tisdagen den �� augusti ���� kl ����� � ����� i V�
Jourhavande assistent� Niclas Jacobson	 ankn 
����
Hj�alpmedel� Valfria tabellsamlingar	 valfri r�aknedosa samt egenh�andigt skriven A��sida�
L�osningarna anslas pa institutionens anslagstavla i trapphuset samt pa entr�ed�orren omedel�
bart efter skrivningens slut�
Po�angber�akning� Varje uppgift ger maximalt �� po�ang� Gr�ansen f�or godk�ant �ar �� p�
T�ank p�a att rita �gur i f�orekommande fall	 f�orklara inf�orda storheter	 motivera ekvationer
och avsluta varje uppgift med ett tydligt svar� G�or dimensionsanalys� �Aven ofullst�andiga
l�osningar kan po�angs�attas�

�� a� En bil f�ardas rakt �osterut pa en v�ag i G�oteborgstrakten� Pa grund av jordrotationen
paverkas den av en Corioliskraft	 som kan uppdelas i en vertikalkomponent och en
horisontalkomponent� At vilket v�aderstr�ack �ar horisontalkomponenten riktad� �� p�

b� En str�om av massl�osa neutrinopartiklar f�ardas med ljushastigheten c � �� ����� m�s
fran solen mot jorden� Deras bana korsas i r�at vinkel av ett rymdskepp	 som f�ardas
med hastigheten v � �� � � ��� m�s �relativt jorden och solen�� Hur stor hastighet har
neutrinopartiklarna relativt rymdskeppet� �� p�

�� Ett mekaniskt system beskrivs med en generaliserad koordinat q och Lagrangefunk�
tionen L � K � V � De kinetiska och potentiella energierna �ar av formen K � f�q� �q�

respektive V � V �q�	 d�ar f och V �ar vissa givna funktioner av q� Visa att Lagranges
ekvation d

dt

�L

� �q
�

�L

�q
� � medf�or att den totala mekaniska energin E � K � V �ar

konstant	 det vill s�aga att d

dt
E � ��

�� En vagn med massan M kan r�ora sig friktionsl�ost l�angs ett horisontellt spar och �ar
f�orbunden med en �x punkt pa sparet med en fj�ader med fj�aderkonstanten k� Fran
vagnen h�anger en kula med massan m �och tyngden mg� i ett sn�ore med l�angden l�
Kulan pendlar i ett vertikalplan genom sparet som vagnen r�or sig pa� Skriv upp La�
granges ekvationer f�or detta system och best�am vinkelfrekvenserna f�or sma sv�angningar
omkring j�amviktsl�aget�

�� En homogen stang med l�angden l och massan m �ar i sin mittpunkt f�ast pa en axel som
bildar vinkeln � med stangen� Axeln �ar friktionsl�ost lagrad i tva kullager pa avstandet
d fran varandra	 och roterar med vinkelhastigheten �� Ber�akna kraften fran axeln pa
vardera lagret� �Tyngdkraften far f�orsummas��

V�and�



�� Emil star f�orst stilla pa en karusell som roterar med vinkelhastigheten � och b�orjar
sedan pl�otsligt ga i riktning mot centrum med hastigheten v� Framf�or sig haller han
en matematisk pendel som bara kan g�ora utslag i ett vertikalplan vinkelr�att mot hans
gangriktning�

Best�am pendelns utslagsvinkel n�ar den har kommit i j�amvikt �� p��

Best�am �aven dess maximala utslagsvinkel om den h�angde stilla rakt ned n�ar Emil
b�orjade ga �� p��

�� En foton med energin E kolliderar med en elektron i vila �vilomassa m��� Efter kol�
lisionen bestar systemet av elektronen samt en foton som r�or sig i ��o vinkel relativt
den inkommande fotonen� Best�am den utgaende fotonens energi�

Lycka till�



L�osningar till Tentamen i Mekanik F del B ����������

Uppgift ��

a�

ÖV

S

N Ω

v
Fcoriolis

Om � �ar rotationsvektorn och v �ar bilens hastighet �relativt jorden� ges corioliskraften av

Fcoriolis � ��m� � v� ���

Corioliskraften �ar riktad ut�at vinkelr�att mot � och v och horisontalkomponenten �ar riktad s�oderut
�se �g���

b�

y

x
x’

y’

v

u=uy
φ

u’ u’y

u’x

Betrakta ett koordinatsystem	 �x�� y��	 d�ar rymdskeppet �ar i vila	 dvs systemet r�or sig med hastighet
v � ��
 � �
� m�s l�angs x�axeln i system �x� y� ��xt relativt jorden och solen�� Neutrinopartiklarnas
hastighet i system �x� y� �ar u � uy � c � �
 � �
� m�s och beskrivs i �x�� y���systemet av

u�

x �
ux � v

�� vux�c�
� fux � 
g � �v ���

och
u�

y �
uy

���� vux�c��
� fuy � cg � c�� � c

q
� � v��c� �

p
c� � v�� ��

dvs
u� �

q
u��
x � u��

y �
p
v� � c� � v� � c� ���

Neutrinopartiklarna r�or sig med ljusets hastighet relativt rymdskeppet	 men i en annan riktning �an
relativt jorden och solen� Om � �ar vinkeln mellan u och u� har vi �se �g��

tan� �
vp

c� � v�
�� � � arctan

�
�p
�

�
� ���� ���

�



Uppgift ��

Kinetisk energi� K � f�q� �q�

potentiell energi� V � V �q�
Lagrangefunktionen� L � K � V � f�q� �q� � V �q�
Visa att Lagranges ekvation d

dt

�L

� �q
� �L

�q
� 
 medf�or att den totala mekaniska energin E � K � V �ar

konstant	 dvs d

dt
E � 
�

d

dt

�L

� �q
�

d

dt
��f�q� �q� � �

df

dq
�q� � �f�q��q ���

�L

�q
�

df

dq
�q� � dV

dq
���

Lagranges ekv� blir

d

dt

�L

� �q
� �L

�q
�

df

dq
�q� � �f�q��q �

dV

dq
� 
 ���

Energin ges av E � f�q� �q� � V �q�	 s�a

d

dt
E �

df

dq
�q �q� � �f�q� �q�q �

dV

dq
�q � �q

�
df

dq
�q� � �f�q��q �

dV

dq

�
� �z �

�� enl� Lagranges ekv�

� 
 ���

V�S�V
Uppgift ��

xφ
m

lk

m

φ l
φl

x

vp

Generaliserade koordinater� x och �
Vagnens kinetiska energi� Kv �

�
�
M �x�

Vagnens potentiella energi� Vv �
�
�
kx�

Pendelns kula har hastigheten vp �se �g��

v�p � l� ��� sin� �� �l �� cos�� �x�� � l� ��� � �x� � �l �x �� cos� ��
�

Pendelns kinetiska energi� Kp �
�
�
mv�p �

�
�
m�l� ��� � �x� � �l �x �� cos��

Pendelns potentiella energi� Vp � �mgl cos �

Lagrangefunktionen kan nu skrivas L � Kv �Kp � Vv � Vp

L �
�

�
�M �m� �x� �

�

�
m�l� ��� � �l �x �� cos ��� �

�
kx� �mgl cos � ����

�



S�ok Lagranges ekvationer d

dt

�L

� �qi
� �L

�qi
� 
 f�or x och ��

�L

� �x
� �M �m� �x�ml �� cos �

d

dt

�L

� �x
� �M �m��x�ml�� cos ��ml ��� sin �

�L

�x
� �kx

�L

� ��
� m�l� ��� l �x cos ��

d

dt

�L

� ��
� m�l���� l�x cos �� l �x �� sin��

�L

��
� �ml �x �� sin��mgl sin �

Vi kan nu skriva upp Lagranges ekv� f�or x och �

�x�
ml

M �m
�� cos �� ml

M �m
��� sin��

k

M �m
x � 
 ����

���
�x

l
cos ��

g

l
sin � � 
 ���

F�or sm�a sv�angningar omkring j�amviktsl�aget reduceras ekvationerna ovan till

�x�
ml

M �m
���

k

M �m
x � 
 ����

�x

l
� ���

g

l
� � 
 ����

d�ar vi har anv�ant cos � � �	 sin� � � och ��� � 
� Ekvationerna kan skrivas p�a matrisform
M �x�Kx � 
	 d�ar

x �
�
x
�

�
� M �

�
� ml

M�m
�
l

�

�
� K �

� k

M�m




 g

l

�
����

Ansats av typen x � aei�t	 d�ar a �ar en kolumnvektor inneh�allande amplituder	 ger

��M�� �K�a � 
� ����

Nollskilld l�osning f�or a f�as endast d�a determinanten av ��M�� �K� �ar lika med noll� Detta leder
till en andragradsekvation i �� med l�osningarna

�� �
g�M �m� � kl

�Ml
� �

�Ml

q
g��M �m�� � �kl�� � �gkl�M �m� ����





Uppgift ��

α

ω

l/2 l/2

m

d

F

F

ω

α

ζ

η

Placera ett koordinatsystem ��� �� 	� l�angs st�angens huvudtr�oghetsaxlar� I detta system �ar tr�oghetstensorn
diagonal	

I �

�
B� I�� 
 



 I�� 


 
 I��

	
CA � ����

d�ar

I�� �
�

��
ml�� I�� � 
� I�� �

�

��
ml�� ��
�

Rotationsvektorn beskrivs i ��� �� 	��systemet av

� � ��cos
�� � sin
�	�� ����

St�angens r�orelsem�angdsmoment �ar L � I�

L �

�
B�

�
��
ml� 
 


 
 


 
 �

��
ml�

	
CA
�
B� 

� cos

� sin


	
CA �

�

��
ml�� sin
�	 � L�	� ����

dvs L roterar kring � vinkelr�att mot st�angen�

x

z

y
ωt

L

α

F�or att ber�akna kraftmomentet p�a st�angen	 � � dL

dt
	 beskriver vi L i ett �xt koordinatsystem �x� y� z�

d�ar rotationsaxeln ligger i z�riktningen �se �g��	

L � L cos
 cos�t�x� L cos
 sin�t�y� L sin
�z� ���

�



Kraftmomentet ges av

� �
dL

dt
� �L� cos
 sin�t�x� L� cos
 cos�t�y � L� cos
�� sin�t�x� cos�t�y�� ����

vilket ger

� � j� j �
q
� �x � � �y � L� cos
 �

�

��
ml��� sin
 cos
� ����

Vi kan nu ber�akna kraften F fr�an axeln p�a vardera lagren mha � � Fd	

F �
�

��
m
l�

d
�� sin
 cos
� ����

Uppgift ��

v
r

θ

^

^

Ω

Betrakta ett system som roterar med karusellen� Emils pendel p�averkas i detta system	 ut�over
tygngdkraften W � mg	 av �ktiva krafter� De �ktiva krafterna i roterande system ges av

Ffict � Fcoriolis � Fcentrifugal � ��m�� vrot �m�� � � � r�� ����

d�ar � � ��z �ar rotationsvektorn och vrot � v���r� �ar Emils hastighet i det roterande systemet�
Centrifugalkraften �ar riktad ut�at fr�an rotationsaxeln och p�averkar d�arf�or inte pendelns r�orelse�

Fcoriolis � ��m�� vrot � ��m��z� v���r� � �m�v�� ����

Totala kraften i pendelns r�orelseplan ges av

F � �mg�z� �m�v�� ����

m

φ l

F

F

0

resW

coriolis

Pendelns utslagsvinkel i j�amvikt	 ��	 ges av

tan �� �
Fcoriolis

W
�

�m�v

mg
�� �� � arctan�

��v

g
�� �
�

Om pendeln var stilla n�ar Emil b�orjade g�a kommer den att pendla med amplitud �� omkring
j�amviktsl�aget� Maximal utsalagsvinkel blir d�arf�or �max � ����

�



Uppgift ��

p
e , E e

foton elektron

E m0 c2

E f

φ

Energikonservering ger

E �m�c
� � Ef � Ee� ���

d�ar Ef och Ee �ar fotonens resp� elektronens energi efter st�oten�

R�orelsem�angdskonservering ger

�� E�c � pe cos �� E� � �pec�
� cos� �

�� 
 � Ef�c� pe sin�� E�
f � �pec�� sin

� �
d�ar pe �ar elektronens r�orelsem�angd efter st�oten	 E�c och Ef�c �ar fotonens r�orelsem�angd f�ore resp
efter st�oten� Addition av ekvationerna ovan ger

E� � E�
f � �pec�

�� ���

S�atter vi in enregi�r�orelsem�angdsrelationen �pec�� � E�
e � �m�c

��� i ekv� ��� f�ar vi

E� � E�
f � E�

e � �m�c
��� ��

Anv�and energikonservering �ekv� ���� och ekv� �� f�or att eliminera elektronens energi Ee� Fr�an
ekv� ��� har vi

Ee � E �m�c
� � Ef � ���

Ins�attning i ekv� �� ger
E� � E�

f � �E �m�c
� � Ef �

� � �m�c
���� ���

vilket leder till ett uttryck f�or fotonens energi efter st�oten

Ef �
E

E�m�c� � �
� ���

�










































