


Tentamen i Mekanik for F, del B
Mandagen 12 januari 2004, 8.45-12.45, V-huset
Examinator och jour: Martin Cederwall, tel. 7723181, 0733-500886

Tillatna hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, kalkylator i fickformat, samt en egenhandigt
skriven A4-sida med valfritt innehall.

Alla svar, utom pa fraga 1, skall motiveras, inforda storheter forklaras liksom val av metoder.
Erhallna svar skall i forekommande fall analyseras m.a.p. dimension och rimlighet. Aven
skisserade losningar kan ge delpoang. Skriv och rita tydligt! Maximal total poang ar 60. For
betyg 3, 4 och 5 kravs 30, 40 respektive 50 poang. Lycka till!

1. Ange vilka av foljande pastaenden som ar sanna respektive falska! (12 poang, dvs.
2 poang for varje korrekt svar utover 6)

En viskds dampkraft ar konservativ exakt da dampningen ar kritisk.

Tidvattenkrafter kan sagas bero pa att gravitationsfaltet inte ar konstant,
och att de olika delarna av en (stel) kropp darfor inte samtidigt kan vara i
fritt fall.

Rorelsemangden ar alltid bevarad, och darfor ar rorelseekvationen for en
kropp vars massa inte ar konstant (dm/dt)v+m(dv/dt)=0 ("raketekvationen").

Energin ar alltid bevarad, och narvaron av en "icke-konservativ" kraft ar ett
uttryck for att energi omvandlas till former som inte kan hanteras i
Newtonsk mekanik.

Rorelsemangdsmomentet ar alltid bevarat.

Om en kropp i nagot (ortogonalt) koordinatsystem har samtliga
deviationsmoment noll galler detta i alla system.

Om en kropp i nagot (ortogonalt) koordinatsystem har samtliga
deviationsmoment noll och de tre troghetsmomenten lika galler detta i alla
system.

Hela jordens befolkning skulle fa plats staende pa Gotland.

En leksakssnurra, som utfor reguljar precessionsrorelse under inverkan av
tyngdkraften, precesserar langsammare pa manen an pa jorden.

Alla ekvationer som styr tvadimensionell rotationsrorelse (rorelseekvation,
uttryck for energi etc.) ar helt analoga med ekvationerna for endimensionell
translationsrorelse.

Om man jamfor oscillationsfrekvensen for en massa fast via en fjader i en
vagg med den for samma situation dar den fasta vaggen ar ersatt med en
tung kropp, ar den senare hogre an den forra.

Om tva huvudtroghetsmoment ar lika, ar ocksa varje axel i det plan som
spanns av motsvarande huvudtroghetsaxlar en huvudtroghetsaxel med
samma huvudtroghetsmoment.

2. En cylindrisk kropp med densitet lagre an vattens flyter sa att axeln ar vertikal.
a. Bestam jamvikislaget i vertikalled.
b. Antag att vattenflodet da cylindern ror sig uppat och nedat ar sadant att vattnets
rorelseenergi ar forsumbar jamfort med cylinderns. Visa att cylindern under dessa
forutsattningar utfor harmonisk svangningsrorelse i vertikalled och bestam
svangningarnas vinkelfrekvens.
c. Om det tidigare antagandet inte ar riktigt, och man modellerar den dissipativa
kraften som en liten konstant b ganger hastigheten, bestam den typiska tidsskalan
for dissipation. Vad exakt menas med att b ar "liten"?
(Alla svar skall uttryckas i termer av kroppens och
vattnets densiteter samt kroppens dimensioner.) (16

poang)

3. En snoplog rojer en vag med nyfallen snd. Snon ar 50

cm djup och har en densitet pa 150 kg/m3. Plogbilen
ser ut som skissat i figuren till hdger och vager 4 ton.
Bredden pa skoveln framtill ar 2.5 m. Snon som

lamnar skoveln at hoger kan antas ha samma | |
hastighet som plogen.
a. Om plogbilen aker med den konstanta farten 10 1 1
m/s, vilken effekt behdver motorn utveckla (dvriga

forluster bortraknade)?



b. Om motorn plotsligt slutar driva, hur lat hinner plogbilen innan dess fart har
sjunkit till halften (om man forsummar rullfriktion, luftmotstand etc.)?

c. Anser du att antagandet att andra dissipativa krafter ar sma i jamforelse ar
rimligt? (12 poang)

1 4. En rymdstation ar formad som en smal
torus ("doughnut") enligt figuren. Dess
radie ar 100 m och dess massa 20
kiloton. Massan i driga delar av
rymdstationen ar forsumbar. Stationen
roterar kring sin symmetriaxel sa att den
upplevda gravitationsaccelerationen vid
periferin skall vara 0.75 g. Vid ett tillfalle skjuts en rymdfarkost ut fran torusen i en
riktning parallell med rotationsaxeln, vilket astadkommer en impuls i motsatt riktning
av storleken 10 kNs. Beskriv rymdstationens rotationsrorelse darefter i termer av
spinn och precession! (20 poang)
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3)(ms=2)m], dir po ir

2. Trycket pa cylinderns bottenyta ir p = pogr [Nm~=2 = (kgm~
vattnets densitet och x avstandet fran bottenytan till vattenytan. Lyftkraften &r allsta
Flyft = —pogxA, dir A ar cylinderns tvirsnittsarea, och minustecknet kommer av att jag
valjer samma referensriktning for kraften som for liget . Tyngdkraften &r F,, = mg = pAhg,

dér p ar kroppens densitet och h cylinderns langd. Cylinderns rorelseekvation blir alltsa
pAhE = —poAgx + pAgh = —poAg (z — £h>
Po

Jamviktslaget ar © = xg = p—poh (verkar rimligt—en mycket latt cylinder sjunker knappt
ned alls, medan en som néstan har vattnets densitet &r néstan helt nedsédnkt). Definiera
koordinaten y som ar noll i jvktslaget: y = x — x¢. Rorelseekvationen blir

. Poyg
y+—7y=0
p h
varur vinkelfrekvensen avlases: wg = %0%. Dimensionerna ir uppenbara.

Om det dessutom finns en dampkraft blir ekvationen

i+ 27y +wiy =0
dar v = QP%. Den karakteristiska ekvationen, r* + 2yr + wg = 0, har lésningar r = —vy &
i\/ws — 72, och man far svagt dimpade svingningar som avtar exponentiellt pa en tidsskala
~~1. Pastiaendet “b dr liten” betyder att v << wq.

Dimensionskontroll: [y~!] = [pAhb~!] = kgm3m3(Nsm™1)~! = s.

3. Plogens hastighet: v = 10m/s, snons densitet p = 150kg/m3, plogens tviirsnittsarea:
A=25x.5=125m

Massa sno per tidsenhet som accelereras fran vila till hastigheten v: mh = pAv. Impulsékning
per tidsenhet = kraft: F' = 1mv = pAv? (vad som hinder med snén efter den har limnat
skoveln spelar ingen roll). Effekten #r P = Fv = pAv3.

Numeriskt: P = 150 x 1.25 x 1000 ~ .2MW.

Dimensionskontroll (enheter): [pAv®] = kgm ™ x m? x (ms™1)3 = kgm?s~! = W.



Om motorn slutar driva vid x = 0, v = vy, ar ma = mvg—; = —pAv?, med 15sningen

v = er_%m. Hastigheten sjunker till hélften efter strickan xz = pﬂA log 2 & 15m (rimlighet:
efter denna stricka &r massan hos den bortréjda snén jamforbar med bilens massa). En bil
som borjar rulla med 10m/s tar normalt mycket langre stricka for att tappa en stor del av
sin fart, sa det ar nog inte helt orimligt att kasta andra motstandskrafter...

4. Beteckna koordinatriktningar anpassade till rymdstationen med &, n, ¢, dar (-axeln ligger
lings symmetriaxeln. Rymdstationen har troghetsmoment /o = mR? med avseende pa sin
symmetriaxel och I, = %mR2 med avseende pa axlar vinkelrdta mot symmetriaxeln. Fore
stoten har den ett rorelseméngdsmoment Ly = I-wo, dir wp ar rotationshastigheten. Denna
bestims av den effektiva tyngaccelerationen § = .75g = Rw3. Numeriskt dr wo ~ 27571
Lo ~ 5.4 x 109 gm?2s1.

Impulsen I verkar enligt figuren i uppgiften. I vart koordinatsystem ar I = —1 f . Lat £-axeln
ga genom angreppspunkten. Da fas dndringen i rorelsemangdsmoment AlL = Ré x I = RI.
Numeriskt ar denna andring till beloppet mycket mindre an Ly, %—i" ~ 1.8 x 107°. Kalla

detta lilla tal for a.

Rérelseméngdsmomentet efter stoten ér L = Lo + AL = Lo(C + a7). Eftersom det inte finns
nagra vridande moment kommer L att forbli konstant. Den definierar en rumsfix riktning
2 som rotationsvektorn kommer att precessera kring. Rotationsvektorn & omedelbart efter
stoten fas fran L = Tewe +1 1wy, s & = w0(§t+2aﬁ). Om man istéllet sonderlédgger & i en del
lings ¢ (spinn) och en lings 2 = (1+a2)~Y/2(C 4+ a2) (precession), sa far man & = v¢ + QZ,
dér v = —wp och Q = 2v/1 + a2wy ~ 2wy.

Pa nésta sida finns en bild som visar ungefiar hur det ser ut, om man férstorar upp vinkeln
mellan Z och f , som ju ar ungefar o méatt i radianer. Spinnvektorn &r néstan precis motrik-
tad precessionsvektorn och hélften sa lang som den. Spinnvektorn, liksom alltsa totala ro-
tationsvektorn, precesserar runt {2 som visat i figuren. Rymdstationens plan &r hela tiden
vinkelratt mot spinnvektorn. Effekten &r en mycket liten variation hos &, och alltsa en mycket
liten “wobblande” rorelse hos rymdstationen.



/Martin Cederwall 11 januari 2004



Tentamen 1 Mekanik for F del B

Kurskod: FFM052

FEraminator: Mans Henningson.

Tid och plats: Tisdagen den 19 augusti 2003 kl 08.45 - 12.45 1 V.

Jourhavande assistent: Ludde Edgren, ankn 3182.

Hjalpmedel: Typgodkand raknedosa.

Podngberdkning: Varje uppgift ger maximalt 10 poang. (Deluppgifterna i uppgift 1 ger
vardera 5 poang.) Gransen for godkant ar 30 poang.

Tdnk pa att losningarna maste vara presenterade pa ett klart och tydligt satt. Rita korrekta
figurer dar det klart framgar till exempel vilket koordinatsystem som anvands. Alla 6vriga
inforda beteckningar skall ocksa forklaras och uppstallda ekvationer motiveras. Bara formler
utan forklarande text ar inte acceptabelt.

De kvalitativa uppgifterna 1 a) och b) krdver inte nagra lingre rikningar. Teoriuppgiften 2
skall behandlas i ett allmdnt fall utan nagra extra antaganden. Rdikneuppgifterna 3 - 6 dr
inte ordnade efter svarighetsgrad.

1. a) Vilken av de tva pendlarna har langst svangningstid? (Stangernas massa forsummas.

Stangen och de tva massorna i den hogra pendeln ror sig tillsammans som en stel
kropp.)
b) Man har tillverkat tre klot med samma massa och radie. Klot Pb bestar av ett
ihaligt sfariskt skal av bly (densitet 11,3¢g/cm?). Klot Al ar ett massivt aluminiumklot
(densitet 2,7g/em?). Klot Hg ar gjort av en latt plast (forsumbar densitet), men har
ett sfariskt halrum i mitten som ar fyllt med flytande kvicksilver (densitet 13, 6¢/cm?).
Rangordna de tre kloten efter hur snabbt de rullar nerfor ett lutande plan vid start i
vila.

2. Betrakta en plan stel kropp. Dess troghetsmomentet I, med avseende pa en axel
vinkelrat mot kroppen genom en punkt A beror av laget for A. Visa att 4 antar sitt
minsta varde da A sammanfaller med kroppens tyngdpunkt G.

3. Kedjan har langden L och massan p per langdenhet. Den slapps i vila nar langden «
av den del som hanger over kanten ar forsumbart liten. Bestam kedjans acceleration a
och spanning T' i1 kedjan vid hornet som funktioner av z.

4. Den homogena stangen har massan m. Den slapps i vila nar den ar vertikal. Bestam
den momenta accelerationen for andpunkten A omedelbart darefter. (Friktionen forsummas.)

5. De tva homogena stangerna har vardera massan m. De utgor en stel kropp som
roterar kring z-axeln med den konstanta vinkelhastigheten w. Bestam systemets
rorelsemangdsmoment Hp med avseende pa origo O.

6. En kula med massan 0, 70kg ar upphangd i en latt trad med langden 2, 3m och utfor en
plan pendelrorelse med liten amplitud. Efter tiden 47s har utslagsvinkeln minskat till
halften av den ursprungliga pa grund av luftmotstandet. Vi antar att luftmotstandet
kan beskrivas med en kraft F som angriper i kulan och ar motriktad kulans hastighet
v, samt att |F| = ¢|v|, dar ¢ ar en konstant. Vad far man for varde pa ¢?

Lycka till!
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1a) Systemet med de tva massorna har langst svangningstid. Troghetsmomentet for detta system
ar Lywpper = m((1 — 2)% + (1 + 2)?) = 2m(1? + 2?) vilket skall jamforas med det enkla systemet,
Lopier = 2mI2. DVS Iyupper > Tenker Vilket medfor att svangningstiden ar langre for systemet med
tva massor. Rorelseekvationen for en fysisk pendel ges ju utav

i} D I
16+ 2mgld =0, dar T =" —op /.
w 2mgl

Detta kan ocksa inses om vi later x — [ vilket gor att langden pa pendeln blir dubellt s l&ng och
eftersom svangningstiden 7' ~ /r /g (dar r &r langden pa pendeln) féljer det att T 6kar da r okar.
1b) Kulornas totala kinetiska energi kommer att vara lika stor efter att de rullat lika lang stracka.
Dess storlek ges av
1 2 1 2

T—va +21w, w—R
dvs ju storre troghetsmoment kulan har desto mer energi gar at att rotera kulan istéllet for att
translatera den. Troghetsmomentet for det sfariska skalet ar Ip, = ng2, och det massiva alu-
miniumklotet 74, = %mRQ. Klotet med ett halrum fyllt med flytande kvicksilver har forsumbart
troghetsmoment (/x4 ~ 0). Detta gor att relationerna for hastigheterna blir

UHg > VAl > UPb.

2 Lat en axel a ga genom en godtycklig punkt A och en parallell axel a° genom tyngdpunkten
G. Rita ut en vinkelrat linje b fran axel a genom axel a’. Punkten dar dessa korsas kallar vi P och
vektorn mellan P och A, R. Valj ett godtyckligt masselement dm och It 7 vara vektorn fran A till
detta element dm och 7 vektorn mellan P och dm som bildar vinkel § med linje b.

Tréghetsmomentet ges utav I = [ r?dm.

Cosinussatsen ger att 72 = R? + r'2 + 2Ry’ cos 0, dvs
Iy = R2/dm+/r’2dm+2R/r’ cos fdm

Den forsta termen ar mR?, den andra tréghetsmomentet for tyngpunkten I och den sista termen
ar noll eftersom 7’ cos 6 &r vinkelrat mot axel a’ och borjar dar dessa skar varandra. (En summer-
ing 6ver alla vinkelrata avstand till masselementen ar ju noll eftersom vi utgar ifran axeln genom
tyngdpunkten.) Vi har alltsa att

Ip=1c+ mR?

vilket antar sitt minsta varde dd R = 0, dvs da A sammanfaller med G.
3 Vi tanker oss kedjan som bestdende av tva delar, en som hanger 6ver kanten med langden z,
och en del som ror sig utmed planet med langden L — x. Newtons andra lag ger nu

prg — T = pxi och T=p(L—2x)i

dar T ar spannkraften i kedjan och p massan per langdenhet. Med hjalp av dessa ekvationer
finner vi accelerationen & och spannkraften 7" som funktioner av x:
g

izzx T:pgx(l—%)



4 Infor en x-axel riktad nedat utmed det lutande planet, dvs i acc. riktningen fér punkten A.
Kraftmomentet kring punkten A ges av

XMy = 1o+ Ymad

dar d &r det vinkelrata avstandet mellan acc. riktningen for stangens tyngdpunkt och A. Om vi
infor polara koordinater och later [ = 2r s& fés att I = {5mli® = mr? och 0 = gmr?a + mror —
mar cos 0, dvs

_ 3acost

T 4y

Vi har ockséd Newtons andra lag i z-led:

ma — mrw? sin @ — mro cos§ = mgsin 0
Den momentana accelerationen « for punkten A vid start i vila (w = 0) f&s genom att kombinera
de tva utrycken sa att
gsind
a = 372
1— 4cos?0

Alternativ l6sning: Infor koordinatsystem med y-axeln riktad uppat langs med den homogena
stdngen och z-axeln vinkelrat mot denna. Infor ocksa vinkelhast. w och vinkelacc. o for stangen.
Accelerationen for tyngdpunkten G kan nu skrivas som ag = a4 (— cos 0 —sin 03)+ %zw2y+ %la;%.
Newtons andra lag i z- och y-led samt en kraftmomentsekvation kring tyngpunkten G ges av

1
—Nsinf = m(—ax cosf + ila)
1
Ncos —mg=m(—assinf + §lw2)
l
Nsin9§ =l

dar N ar normalkraften och I = %le. Losning av detta ekvationssystem ger den momentana
accelerationen a 4 given ovan.

5 Infor principalaxlar z’,4’, 2/ utmed den stela kroppen, med vinkeln § mellan z’- och z-axeln.
Detta leder till att matrisen for troghetsmomentet endast har noliskilda element i diagonalen
(dvs deviationsmomenten &r noll)

Iy 0 0
I == 0 [y/y/ O
0 0 Ly

dar I, = 5mL? + imL?* + mL? = &LmlL?* I, = +mL? I..., = -5mL?. For att relatera vara
tva koordinatsystem infor vi enhetsvektorer 2/, ¢, 2’ utefter 2, 3’ resp. z’-axlarna.

2 = cosfi —sinf2 & = cos 0%’ + sin 62’
N o ~

y =Y

2 = sinfz + cosf2 %2 = —sin 0z’ + cos 6%’

Vinkelhastigheten kan nu skrivas som & = w? = w(— sin 03’ +cos 62") vilket medfér att rérelsemangdsmo-
mentet

_ 4 1 4
H=o -I=—wly,sinfi’ +wl, , cosf3 = —gme2 sin 6 cos 0% + (ﬁme2 + gmez sin? 6)%



Alternativ 18sning: Om vi inte infor principalaxlar behdver vi rékna ut 7., och deviationsmo-
menten [, och I, eftersom

H=—-wl,i-— wly, )+ wl,,2 (14)
dar I, = [zzdm = ™ ["Isinflcosfdl + %(ffﬁzlLsiné)Lcos@dy = 4mL%sinfcosh, I,. =
T ffﬁz yzdy =0och I, = [(2*+y*)dm = iy oLsmg 2? sin? dar+ ffﬁz(Lz sin? 0+y?)dy =

=mL? + 3mL? sin? 6. Insdttning i uttrycket for rérelsemangdsmomentet ger nu samma resultat
som ovan.

6 Genom att l6sa rorelseekvationen for den dampade svingningsrorelsen och sedan studera
kvoten mellan uttrycken for utslagsvinkeln vid tiden ¢ = 0 och ¢t = 47s kan vi ta fram storleken

pa c. Infér polara koordinater r, § och satt upp Newtons andra lag i 6-led:
mlf = —mgsinf — cld
For sma vinklar (sin f ~ 6, cos 6 ~ 1) fas ekvationen for en dampad svangningsrorelse
0+ 270 +wib =0

darvy = 55—, w2 = . Losningen ges utav

2mwg !

O(t) = Ae 10t sin(wpy/1 — ¥2t + )

dar ¢ ar en fasfaktor. Kvoten for detta uttryck vid tiden ¢t = 0 och ¢ = 47s &ar 2 (vinkeln da pendeln
ar i sitt vandlage ar ju halverad efter 47s) dvs

6(0) A

2= 9) ~ de et

Ldsning av denna ekvation och inséttning av givna varden m = 0.70kg,t' = 47s ger

2mlIn2
c=

tl

= 0.021kg/s



Tentamen 1 Mekanik for F del B

Kurskod: FFM052

FEraminator: Mans Henningson.

Tid och plats: Mandagen den 13 januari 2003 kl 14.15 - 18.151 V.

Jourhavande assistent: Ludde Edgren, ankn 3182.

Hjalpmedel: Typgodkand raknedosa.

Podngberdkning: Varje uppgift ger maximalt 10 poang. (Deluppgifterna i uppgift 1 ger
vardera 5 poang.) Gransen for godkant ar 30 poang.

Tdnk pa att losningarna maste vara presenterade pa ett klart och tydligt satt. Rita korrekta
figurer dar det klart framgar till exempel vilket koordinatsystem som anvands. Alla 6vriga
inforda beteckningar skall ocksa forklaras och uppstallda ekvationer motiveras. Bara formler
utan forklarande text ar inte acceptabelt.

De kvalitativa uppgifterna 1 a) och b) krdver inte nagra lingre rikningar. Teoriuppgiften 2
skall behandlas i ett allmdnt fall utan nagra extra antaganden. Rdikneuppgifterna 3 - 6 dr
inte ordnade efter svarighetsgrad.

1. a) En helikopters rotor roterar motsols sedd ovanifran. Néar helikoptern hovrar (d v
s star stilla i luften) &r rotorn horisontell, men nar helikoptern sedan skall borja rora
sig framat later piloten den tippa kring en horisontell axel sa att nosen sanks. Harvid
uppstar en gyroskopverkan sa att helikoptern aven tippar i sidled. Ar det helikopterns
vanstra eller hogra sida som sanks?

b) En massa m ar fast i en icke-linjéar fjader som paverkar den med kraften F' = ka+Aa®,
dar k£ och A ar konstanter och = ar avvikelsen fran jamviktslaget. Systemet kan utfora
en svangningsrorelse med amplituden ., och svangningstiden 7. Om A = 0, blir
svangningstiden 7' = 2m/m/k oberoende av amplituden .. Om A > 0, blir da T
en avtagande eller vaxande funktion av .7

2. Utga fran Newtons andra lag F = p, dar F ar den totala yttre kraft som verkar pa ett
givet materiellt system med rorelsemangden p. Harled darifran rorelseekvationen for
en raket med massan m(¢) som paverkas av en yttre kraft F(¢). Raketens hastighet
ar v(t), och den massa som lamnar raketen har hastigheten u(t) relativt raketen.
(Ledning: Det géller alltsa att stélla upp en differentialekvation fran vilken man kan
16sa ut v(t) uttryckt i F(¢), m(t), m(t) och u(t).)

3. Hylsan A ror sig med konstant hastighet v. Bestam vinkelhastigheten w for stangen
AB uttryckt i s, v och R.

4. Den tunna ringen har massan m och kan fritt rotera 1 vertikalplanet kring den fixa
punkten O. Om den sléapps i vila da § = 0, bestam n- och t-komponenterna av kraften
som paverkar ringen i O som funktioner av 6.

5. Bestam systemets rorelsemangdsmoment Hy med avseende pa O i det avbildade 6gonblicket.
Klotens radie samt massan for axeln och stangerna kan forsummas.

6. Stall upp systemets rorelseekvation och bestam dess naturliga vinkelfrekvens w,, och
dampfaktor (.

Lycka till!
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1a) Helikopterns rotor roterar motsols sa att rérelsemangdsmomentet ar riktat uppat och dess
tidsderivata framat. Antag att vi lagger pa ett yttre moment sa att nosen pa helikoptern inte sanks
pa nagon sida, dvs sa att nosen pekar rakt fram. For att dstadkomma detta maste ett moment
som drar nosen at hoger laggas pa. | frdnvaro av detta yttre moment kommer alltsa helikopterns
vénstra sida att sénka sig.

b)Med A = 0 har vi en linjar fjader med T' = 27+/m/k, dar k ges av lutningen i kurvan F' = k.
Med X > 0 fas en brantare lutning pa kurvan F = kz 4+ Az> med 6kande z,,,, Vilket gor att T’
kommer att avta som funktion av « ;4.

2 Skriv upp rérelsemangden fére och efter ett tidssteg At:

p(t) = (M+Am)v
pt+At) = M(v+ Av)+ Am(v + a)
dar M,Am &r massan for raketen resp. det forbrukade bréanslet under tiden A¢. v och Av ar

hast. for raketen resp. dess férandring, u ar forbranningsgasernas hastighet relativt raketen. Detta
medfor att

_dp . P+ A —pt) . MAi+Ama _dv  dm
== At = Jim At =Mt
Med 42 = —4M 3 att

i) = < (F(1) + M(0)a(n).
3 Vi har ett tvang pa systemet for den ratvinkliga triangeln med sidorna R, s/2, Rsin 0

82
(Rsin6)? + 7= R?
dar ¢ ar en av de tva vinklarna som é&r lika stora i den likbenta triangeln som bildas av sidorna
med langderna R, R, S. Derivera bada sidor m.a.p tiden sa fas uttrycket (s = v)

f—___v
4R% — 52
Vinkelhastigheten for stdngen kommer nu att bli w = —f = v(4R? — s?)~ =, medsols rotation.
4 Vi skall rékna ut krafterna O;, O,, riktad i —¢-led och n-led, med hjélp av Newtons andra lag. Vi
behover dé accelerationens ¢, n komponenter som ju &r a; = ra och a,, = rw? D& kraftmomentet
M = Ia, dér « &r vinkelaccelerationen och tréghetsmomentet I = I, + m»2. Den tunna ringen
har tréghetsmomentet I. = mr?, vilket medfor att I = 2mr2. Eftersom kraftmomentet kring pkt
O ar M = mgrcos 6 fas att
mgr g
o= cos ) = =—cosf.
2r

1
Nu behover vi endast ta fram ett uttryck for vinkelhastigheten sa kan vi l6sa ut vara efterfragade

kraftkomponenter. Genom att anvanda att ;" wdw = foe ad@ (ringen slapps ju i vila vid ¢ = 0) fas
attw? = £sin, vilket i sin tur leder till Newtons andra lag:

O,, — mgsinf = mrw? — O, = 2mgsinf

1
-0 +mgcos ) = mra — 0, = §mg cos

dar O, ar riktad i n-led och O, i —t-led frén punkten O.



5 Vinkelhastigheten & = wz sa att rérelsemangdsmomentet m.a.p O i det avbildade 6gonblicket
blir
Ho = —wl, & — wlyy+wl,.z

dar I,., I, ar deviationsmoment. Vi har att

L, = mR’+mR*=2mR*
1 2 1
Ixz = 0

och slutligen
_ 1
Hop = gmeLg +2mwR?z.
6 Vi stéller upp rorelseekvationen och identifierar sedan dampfaktorn ¢ och vinkelfrekvensen w,,.

Ur figuren ser vi att ¢y @, kz, eco# kommer att motverka rérelsen i z-led medan c.2p kommer att
vara en drivande faktor. Newtons andra lag kommer nu att se ut sa har:

mr = —ci1& — ca& — kx — cawbsin wi
vilket ocksé kan skrivas som
(Cl + Cz) k 2 .
= — r— —x — sin wit
m m m
eller pa standardformen
cowb

P4 2wpd +wie=— sinwt.

m

Identifiera nu den dimensionsldsa ddmpfaktorn ¢ och vinkelfrekvensen w,;

C:(Cl—i_CZ)’ o = /ﬁ.
2mwn, m



Tentamen 1 Mekanik for F del B

Kurskod: FFM052

FEraminator: Mans Henningson.

Tid och plats: Mandagen den 21 oktober 2002 kl 08.45 - 12.45 1 V.

Jourhavande assistent: Ludde Edgren, ankn 3182.

Hjalpmedel: Typgodkand raknedosa.

Podngberdkning: Varje uppgift ger maximalt 10 poang. (Deluppgifterna i uppgift 1 ger
vardera 5 poang.) Gransen for godkant ar 30 poang.

Tdnk pa att losningarna maste vara presenterade pa ett klart och tydligt satt. Rita korrekta
figurer dar det klart framgar till exempel vilket koordinatsystem som anvands. Alla 6vriga
inforda beteckningar skall ocksa forklaras och uppstallda ekvationer motiveras. Bara formler
utan forklarande text ar inte acceptabelt.

De kvalitativa uppgifterna 1 a) och b) krdver inte nagra lingre rikningar. Teoriuppgiften 2
skall behandlas i ett allmdnt fall utan nagra extra antaganden. Rdikneuppgifterna 3 - 6 dr
inte ordnade efter svarighetsgrad.

1. a) En konstakerska utfor en piruett pa isen. Till en borjan har hon armarna rakt
utstrackta, men sedan drar hon in dem mot kroppen. Man kan darvid observera att
hennes vinkelhastighet okar. Forklara detta genom att anvanda att en viss storhet ar
konstant i tiden.

b) Den vanstra och den hogra massan ar lika, och de tva fjadrarna i det hogra systemet
ar av samma typ som fjadern i det vanstra systemet. Det vanstra systemet kan utfora
vertikala svangningar med svangningstiden t = 0,5 s. Vad blir svangningstiden for det
hogra systemet?

2. En stel kropp roterar kring en fix punkt O med vinkelhastighetsvektorn &. Visa att
dess kinetiska energi kan skrivas

1 —
T: §E'Ho,

dar vektorn Hy ar kroppens rorelsemangdsmoment med avseende pa O.

3. Raketen véger 2,8 ton och bransleférbrukningen &r 120 kg/s. Forbranningsgasernas
hastighet relativt raketen ar 640 m/s. Pa den aktuella héjden ar tyngdaccelerationen
9,34 m/s%. Bestam vertikal och horisontalkomponenterna av raketens acceleration.

Vand!



4. Armen OA har tyngdpunkten i G, massan mg 4 och troghetsmomentet /y med avseende
pa den fixa punkten O. Kugghjulet B har massan mp och troghetsmomentet /4 med
avseende pa sin mittpunkt A. Kugghjulet C ar fixt i vertikalplanet och kan inte rotera.
Armen OA ar fran borjan horisontell och i vila, och paverkas darefter av ett konstant
vridmoment M. Bestdm vinkelhastigheten for armen OA da den &r vertikal (sa att
punkten A sammanfaller med A’).

5. Den homogena plattan har massan m och roterar med konstant vinkelhastighet w
kring den vertikala axeln. Bestam vridmomentsvektorn M med vilken plattan paverkar
axeln. (Ledning: Bestam plattans huvudtroghetsaxlar och huvudtroghetsmoment.)

6. Visa att systemets egenfrekvens ar oberoende av vinkeln 4.

Lycka till!



/ v




Tentamen 1 Mekanik for F del B
21 oktober 2002

1a) Eftersom kraften ar riktad i #-led &r rorelsemangdsmomentet en konserverad storhet:

dH d . _ - .
E—E(TXG)—W“XFT—O
Dvs, [1wy = Iawy och da troghetsmomentet Iy < [; (radien minskar) = ws > wy (vinkel-

hastigheten okar).
b) Det vénstra systemet har frekvensen w; = +/k/m medan det hogra har frekvensen ws =

Vk/2m = %wl (i analogi med parallellkopplade motstand, 1/ks = 1/k+1/k). Dasvangningstiden
ity = 271'/(.02 = \/itl ocht1 =0.5s = t, =
2 Uttrycket for kinetiska energin ges av:

1
\/58.

1 S| 1
T:§Zi:mif~f:§Zmi(axﬁ)~(a;><fi):§zm@ﬂx(a;xfi): @ - Hy

7 7

Hér har vi anvant (A x B)-C = A - (B x C) och att vinkelhastigheten &r densamma for varje
punkt i den stela kroppen.
3 Skriv upp rorelsemangden fore och efter ett tidssteg At:

Gt) = (M+Am)v
Gt+At) = M(v+ Av) + Am(v + u)
dar M ,Am ar massan for raketen resp. det forbrukade branslet under tiden At¢. v och Av ar hast.

for raketen resp. dess forandring, @ ar forbranningsgasernas hastighet relativt raketen (motsatt
riktning mot raketen). Detta medfor att

- dG L G+ A -Gt) . MAv+Amu dv dm
F=r = At =i ar o T ME TR
Med dd—T = —% fas att acceleration
_ uw dM  _
4= ———
M ar Y

Relativa hastigheten 1 «, y-led (horisontal- resp. vertikalled) v, = usiné, u, = uvcosé (8 = 30°)
ger nu vertikal och horisontalkomponenterna av raketens acceleration

y = ———sin @ ay = ———cosfl — g

Med givna varden (v = —640m/s, % = —120kg/s, g = 9.34m/s% 6 = 30°, M = 2800kg) blir
az = 13.7m/s* och a, = 14.4m/s>.
4 Anvand att det utforda arbetet U/ ar summan av potentiella V' och kinetiska energin 7', dvs
U =T+ V. Det utforda arbetet U = 077/2 M - d0 = M3, pga det konstanta vridmomentet M.
Kinetiska energin
1 1 1

T = 510(.02 + §IAw/2 + §m3(r + R)2w2
dar kugghjulet B snurrar med vinkelhastigheten w’ och w ar var sdkta vinkelhastighet. Vinkel-
hastigheterna ar relaterade som w’r = w(r + R). Potentiella energin da punkten A sammanfaller
med A’ (med nollan i horisontallaget) ges av V = mpg(r + R) + mOAg(g). Med U =T+ V fas
nu att

1 1 1
Mg = 5[@@02 + 5(1 + ?)ZIsz + §m3(r + R4V



Insattning av uttrycket for V' ger nu vinkelhastigheten for armen OA da den ar vertikal;

" M — g(2mp(r+ R) + moaR) B
Io +1a(1 + £)2 4 mp(r + R)?

Alternativ l6sning: Anvand en momentekvationen kring O och integrera over df fran 0 till 7,

eftersom [ adf = [ wdw;

7T/2 R w R
/ (M—mOAgECOSH—mBg(r—l—R)cosﬁ)dH:/ (Io+m3(r+R)2—|—IA(1+?)Z)wdw
0 0

vilket ocksa ger den erhallna losningen ovan.
5 Infor principalaxlar #’,y/, 2/, dar z’,y ligger utmed plattans yta sa att ' = x och z’ bildar
¢ = 45° vinkel med z. Troghetsmomentet kring 2’ ges nu av (deviationsmomenten ar ju hér noll)

Lw 00
I= 0 Iy 0
0 0 Lo

- 1 4 1 1 1 5 .
da,I' Ix/x/ = ﬁm(4d)2 = §md2’ Iy/y/ = ﬁm(Qd)z = §md2, Iz’z’ = ﬁm((Qd)2+(4d)2) = §md2 For
att relatera vara tva koordinatsystem infor enhetsvektorer z’, ¢/, 2’ utefter ', 1y’ resp. z’-axlarna.

/ ~

@ = =z
¥ = cosfy+sinfz y = cos By — sin f2'
2 = —sinfy+coshz 2 =sinfy + cos 62’

Vinkelhastigheten kan nu skrivas som w = wz = w(sin 8y’ +cos 02) vilket medfor att rorelsemangdsmomentet
0= wWlyryr sin 0y +wl,i, cos Bz

och vridmomentet, med vilken plattan paverkar axeln;
Y - 2 o 2 9o
M=—-wxH=—w*(l — Iyy)cosfsin 0z’ = —gmw d°z

Vinkelhastigheten for koordinatsystemet z’, 4/, 2z’ ar ju dven den wz.
Alternatw losning: Om vi inte infor principalaxlar behover vi rakna ut deviationsmomenten [,
och I, eftersom

M=-wx H=—wl,z+wl.y (1)
dar I, =0 och [, = %md2 sa att M = —%mdzwzi‘.
6 Infor xz-axel utmed det lutande planet fran jamviktslaget som ligger avstandet ¢ ifran fjaderns
ospanda lage. Rorelseekvationen ges da utav

mi = —k(x +d) + mgsinf

I jamviktslaget z = 0 galler att:
kd=mgsind — i+ —ax=0
m

med losning

k
z(t) = Asinwt + B coswt; w=1]—
m

dar konstanterna A, B bestams av begynnelsevarden. Vi ser att w ar oberoende av 8. 6§ bestammer
enbart jamviktslaget d varifran sviagningarna utfores.



Tentamen 1 Mekanik F del B

Tid och plats: Tisdagen den 20 augusti 2002 kl 09.15 - 13.151 V.

Jourhavande assistent: Niclas Jacobson, ankn 8425.

Hjilpmedel: Valfria tabellsamlingar, valfri raknedosa samt egenhandigt skriven A4-sida.
Losningarna anslas pa institutionens anslagstavla i trapphuset samt pa entrédorren omedel-
bart efter skrivningens slut.

Podngberdakning: Varje uppgift ger maximalt 10 poang. Gransen for godkant ar 30 p.

Tdnk pa att rita figur i forekommande fall, forklara inférda storheter, motivera ekvationer
och avsluta varje uppgift med ett tydligt svar. Gor dimensionsanalys. Aven ofullstandiga
l6sningar kan poangsattas.

1. a) En bil fardas rakt osterut pa en vag i Goteborgstrakten. Pa grund av jordrotationen
paverkas den av en Corioliskraft, som kan uppdelas i en vertikalkomponent och en
horisontalkomponent. At vilket vaderstrack ar horisontalkomponenten riktad? (5 p)

b) En strom av masslosa neutrinopartiklar fardas med ljushastigheten ¢ = 3,0-10® m/s
fran solen mot jorden. Deras bana korsas i rat vinkel av ett rymdskepp, som fardas
med hastigheten v = 2,0 - 10® m/s (relativt jorden och solen). Hur stor hastighet har
neutrinopartiklarna relativt rymdskeppet? (5 p)

2. Ett mekaniskt system beskrivs med en generaliserad koordinat ¢ och Lagrangefunk-
tionen L = K — V. De kinetiska och potentiella energierna ar av formen K = f(q)q?
respektive V = V(q), dar f och V ar vissa givna funktioner av ¢. Visa att Lagranges

ekvation £=* — =2 = 0 medfor att den totala mekaniska energin £ = K + V ar
konstant, det vill saga att %E =0.

3. En vagn med massan M kan rora sig friktionslost langs ett horisontellt spar och ar
forbunden med en fix punkt pa sparet med en fjader med fjaderkonstanten k. Fran
vagnen hanger en kula med massan m (och tyngden mg) i ett snore med langden [.
Kulan pendlar i ett vertikalplan genom sparet som vagnen ror sig pa. Skriv upp La-
granges ekvationer for detta system och bestam vinkelfrekvenserna for sma svangningar
omkring jamviktslaget.

4. En homogen stang med langden [ och massan m ar i sin mittpunkt fast pa en axel som
bildar vinkeln o med stangen. Axeln ar friktionslost lagrad i tva kullager pa avstandet
d fran varandra, och roterar med vinkelhastigheten w. Berakna kraften fran axeln pa
vardera lagret. (Tyngdkraften far forsummas.)

Vand!



5. Emil star forst stilla pa en karusell som roterar med vinkelhastigheten 2 och bérjar
sedan plotsligt ga i riktning mot centrum med hastigheten v. Framfor sig haller han
en matematisk pendel som bara kan gora utslag i ett vertikalplan vinkelratt mot hans
gangriktning.

Bestam pendelns utslagsvinkel nar den har kommit i jamvikt (5 p).
Bestam aven dess maximala utslagsvinkel om den hangde stilla rakt ned nar Emil

borjade ga (5 p).

6. En foton med energin F kolliderar med en elektron i vila (vilomassa mg). Efter kol-
lisionen bestar systemet av elektronen samt en foton som ror sig i 90° vinkel relativt
den inkommande fotonen. Bestdm den utgaende fotonens energi.

Lycka till!



Losningar till Tentamen i Mekanik F del B 2002-08-20

Uppgift 1.
a)

N IQ A

>

»
— - Feoriali
\%
Vv o]
S

Om Q ar rotationsvektorn och v ar bilens hastighet (relativt jorden) ges corioliskraften av

Fcoriolis = —2mf) X v. (1)
Corioliskraften ar riktad utat vinkelratt mot €2 och v och horisontalkomponenten ar riktad séderut
(se fig.).
b)
J - TZ X U;(
PV
[ —
; u=uy ¢
y yl u' uv

Betrakta ett koordinatsystem, (2/,y’), dar rymdskeppet ar i vila, dvs systemet ror sig med hastighet
v =2.0-10% m/s langs z-axeln i system (z,y) (fixt relativt jorden och solen). Neutrinopartiklarnas
hastighet i system (z,y) &r v = u, = ¢ = 3.0 - 10% m/s och beskrivs i (2, y')-systemet av

, Uy — 0

= T =0} = 2)
och u

u, = m:{uy:c}:c/’y:c\/l—vz/czzvc?—vz, (3)
dvs

u’:,/ug—l—uz’f:\/v?—l—c?—v?:c. (4)
Neutrinopartiklarna ror sig med ljusets hastighet relativt rymdskeppet, men i en annan riktning an
relativt jorden och solen. Om ¢ &r vinkeln mellan v och ' har vi (se fig.)

v 2 o
tan ¢ = /g = ¢ = arctan (75) = 42°. (5)



Uppgift 2.

Kinetisk energi: K = f(q)¢*
potentiell energi: V = V(q)

Lagrangefunktionen: L = K —V = f(q)¢* — V(q)

Visa att Lagranges ekvation %%—s — % = 0 medfor att den totala mekaniska energin /' = K + V ar
konstant, dvs %E =0.
doL d . df . .
——=—(2 =2"G"+2 6
e~ ai 01 =250+ 2/(9)d (6)
oL df ., dV
R L g
dq  dq dq
Lagranges ekv. blir
doL dL df. . dV
AL _ 9L _ Ay op(g)i+ L =0 (8)

dt 0¢ 0q dg
Energin ges av £ = f(q)¢* + V(q), sa

dq

d df .. Lo dve. (df . . dV
_E — 2 9 2= 2 9 27 ) =
gt = ggtd 2 @di+ 5o q(dqq +2f(q)G + dq) 0
=0 enl. Lagranges ekv.
V.SV
Uppgift 3.
k A\ |
e |
! m
@) @)

Generaliserade koordinater: x och ¢
Vagnens kinetiska energi: K, = $Mi?
Vagnens potentiella energi: V, = %kxz
Pendelns kula har hastigheten v, (se fig.)
v; = 2¢*sin? ¢ + (lqb cosp+ 1) = ¢ + 32 + 2l cos &

Pendelns kinetiska energi: K, = %mvz = %m(lzq'bz + 32 + 2l cos ®)

Pendelns potentiella energi: V, = —mgl cos ¢

Lagrangefunktionen kan nu skrivas L = K, + K, =V, =V,

1 - - 1
L= §(M +m)a? + §m(l2qb2 + 2lipcos @) — 51{:1;2 + mgl cos ¢

(10)

(11)



Sok Lagranges ekvationer %g—i — g—i = 0 for x och ¢.

% =(M+m)z + mlq'bcosqb

L= (M +m)i+ mld cos ¢ — mld?sin ¢

9L — kg
5L — m(I%¢ + i cos ¢)
%% = m(lzqg + [Zcos ¢ — l:i;q'b sin @)

% = —ml:fcq'b sin ¢ — mgl sin ¢

Vi kan nu skriva upp Lagranges ekv. for = och ¢

. ml - ml ., .
:1;+M+mqbcosqb—mqb smqb—l—M_l_m:Jc—O

b+ jcosqb—l— %sinqb: 0
For sma svangningar omkring jamviktslaget reduceras ekvationerna ovan till

ml - k

x—I_M—I—mqb—I_M—I—mx

T+o+96=0

(14)

(15)

dar vi har anvant cos¢ =~ 1, sing ~ ¢ och ¢* ~ 0. Ekvationerna kan skrivas pa matrisform

M% + Kx = 0, dir

T 1 ml k 0
X:( ) M:( M+m), K:(M+m )
s P 0"

Ansats av typen x = ae™!, dar a ar en kolumnvektor innehallande amplituder, ger

(—Mw? + K)a=0.

(16)

(17)

Nollskilld 16sning for a fas endast da determinanten av (—]\4w2 + K) ar lika med noll. Detta leder

till en andragradsekvation i w? med losningarna

2_g(]W—I—m)—I—kl 1

W’ = + =G (M + m)? + (kl)? — 2gklI(M — m)

2M1 2M1

(18)



Uppgift 4.

A ® A ®
> 1>
F—sD -
- m g »\ )
LT T
o q T
C= F

Placera ett koordinatsystem (&, 7, () langs stangens huvudtroghetsaxlar. I detta system ar troghetstensorn
diagonal,

Iee 00
I=(o0o 17, 0/, (19)
0 0 I
dar | |
[gg == Emlz, [7777 == 0, [CC == Emlz (20)
Rotationsvektorn beskrivs i (£, 7, ()-systemet av
w = w(cos arj + sin ozgt). (21)
Stangens rorelsemangdsmoment ar L = Iw
%ml2 0 0 0 1 ) )
L= 0 0 0 weosa | = Emlzw sina = L, (22)
0 0 Ltml? w sin o

12

dvs L roterar kring w vinkelratt mot stangen.

V4
L
a
\\\\\ i y
ot
X
For att berdkna kraftmomentet pa stangen, 7 = %, beskriver vi L i ett fixt koordinatsystem (z,y, 2)
dar rotationsaxeln ligger i z-riktningen (se fig.),
L = Lcosacoswix + L cosasinwty + Lsin az. (23)

4



Kraftmomentet ges av

dL
T = T = —Lwcos asinwtX + Lw cos o cos wty = Lw cos a— sinwtx + cos wty), (24)
vilket ger
1
=7 =/t + Ty2 = Lwcosa = Emlzwz sin a cos a. (25)
Vi kan nu berdkna kraften /' fran axeln pa vardera lagren mha 7 = Fd,
1 72
= Emguﬂ sin o cos av. (26)
Uppgift 5.
N
0

Betrakta ett system som roterar med karusellen. Emils pendel paverkas i detta system, utover
tygngdkraften W = mg, av fiktiva krafter. De fiktiva krafterna i roterande system ges av

Ffict — Fcoriolis + Fcentrifugal = —2mf} x Viot — mEl x ( Q x I'), (27)
dar Q@ = Oz ar rotationsvektorn och v,,; = v(—r) ar Emils hastighet i det roterande systemet.
Centrifugalkraften ar riktad utat fran rotationsaxeln och paverkar darfor inte pendelns rorelse.

Fooriotis = —2m&Y X v,op = —2mOz X v(—1) = 2mOvd (28)

Totala kraften i pendelns rorelseplan ges av

F = —mgz+ 2mOve (29)

Izcoriolis
FreS
Pendelns utslagsvinkel 1 jamvikt, ¢g, ges av
Fcorio s 2mQ 20
tan ¢y = Wl = ng — ¢y = arctan(%). (30)

Om pendeln var stilla nar Emil borjade ga kommer den att pendla med amplitud ¢y omkring
jamviktslaget. Maximal utsalagsvinkel blir darfor ¢,,.. = 2¢o.



Uppgift 6.

o Eq
foton elektron i
o — e - *jj 7777777777
E Mg C2 R

Energikonservering ger

E 4 moc? = F;+ E., (31)

dar Ey och E,. ar fotonens resp. elektronens energi efter stoten.
Rorelsemangdskonservering ger

—: E/c=p.cos¢d = E? = (p.c)? cos® ¢

T: 0= FEf/c—pesing = Ef = (pec)® sin? ¢

dar p. ar elektronens rorelseméangd efter stoten, E/c och Ef/c ar fotonens rorelseméangd fore resp
efter stoten. Addition av ekvationerna ovan ger

E?+ E? = (pec)Q. (32)
Satter vi in enregi-rorelsemangdsrelationen (p.c)* = E? — (moc?)? i ekv. (32) far vi
E?+ E? = Ee2 — (m002)2 (33)

Anvand energikonservering (ekv. (31)) och ekv. (33) for att eliminera elektronens energi F.. Fran

ekv. (31) har vi

E. = E+moc® — E;. (34)
Insattning i ekv. (33) ger
E? + E? =(E+ moc® — Ef)2 — (m002)2, (35)
vilket leder till ett uttryck for fotonens energi efter stoten
E
Ff=———-+7—. 36
! E/moc* 4+ 1 (36)



Tentamen i Mekanik F del B T OSQ

Tid och plats: Mandagen den 14 januari 2002 kI 14.15 - 18.15 1 V.

Jourhavande assistent: Ludde Edgren, ankn 3182,

Hjilpmedel: Valfria tabellsamlingar, valfri raknedosa samt egenhandigt skriven Ad-sida.
Lésningarna anslas pé institutionens anslagstavla i trapphuset samt pa entrédorren omedel-
bart efter skrivningens slut.

Poingberdkning. Varje uppgift ger maximalt 10 podng. Grénsen for godkant ar 30 p.

Ténk pd att rita figur i forekommande fall, forklara inférda storheter, motivera ekvationer
och avsluta varje uppgift med ett tydligt svar. Gor dimensionsanalys. Aven ofullstandiga
l6sningar kan poangsattas.

1. a) Ar det mojligt for en satellit att rora sig pa en cirkular bana kring jorden sa att
omloppstiden blir kortare an ett dygn? (Satelliten paverkas bara av gravitationskraften
fran jorden.) (5 p)

b) Emilia skickar en morgon klockan 08.15.13 ett email fran Goteborg till Osqar i
Stockholm, som far det klockan 08.15.19. Truls beskriver dessa bada handelser relativt
sitt vilosystem, som ror sig med en likformig hastighet v relativt jorden. Ar det majligt
att detta email enligt Truls kommer fram innan det skickades? (5 p)

2. Bevisa, utgaende fran Lorentztransformationen, den relativistiska formeln for trans-

formering av hastigheter
. Up — U
u

27§ vUug/c?

(Har ar u, och ul z-komponenterna av hastigheter relativt tva inertialsystem .5° och
S’ som rér sig relativt varandra med hastigheten v lings med z-axeln.)

3. En fjider med fjaderkonstanten k; har sin ena ande fix och i den andra anden hanger en
massa m;. | denna massa ar fist ena anden av en annan fjader med fjaderkonstanten
k,, och i den andra anden av denna fjader hanger en annan massa ms. De tva mas-
sorna kan bara rora sig i vertikalled. Infor lampliga generaliserade koordinater och
stall upp Lagranges ekvationer for detta system. Bestam sedan vinkelfrekvenserna for
svangningar kring jamviktslaget.

4. P& grund av jordrotationen ar inte jordklotet sfériskt utan nagot avplattat vid pol-
erna. For att analysera detta kan man anta att jorden ar flytande, vilket betyder
att den totala potentiella energin (fran gravitationskraften och centripetalkraften) for
en hypotetisk partikel med massan m skall vara konstant Sver hela jordytan. Givet
att jordradien vid ekvatorn ar 6378 km, uppskatta med denna metod jordradien vid
polerna.

Vand!
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Uppgift 1.
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Om £ ar rotationsvektorn och v ar bilens hastighet (relativt jorden) ges corioliskraften av
Feoriolis = —2m&} X v. (1)

Corioliskraften ar riktad utat vinkelratt mot €2 och v och horisontalkomponenten ar riktad soderut
(se fig.).

b)

Betrakta ett koordinatsystem, (2, y'), dar rymdskeppet ar i vila, dvs systemet ror sig med hastighet
v =2.0-10® m/s langs z-axeln i system (z,y) (fixt relativt jorden och solen). Neutrinopartiklarnas
hastighet i system (z,y) ar u = u, = ¢ = 3.0 - 10° m/s och beskrivs i (z',y')-systemet av

Up — U

SR @
och "
'f:—-——-y = — = Loy " A " 5 —‘2‘2:'\.ﬂ’2w»‘2
. [l = vu,/c?] {=ch=gfy=eyl-2*fc & —%h (3)
dvs

u = Vug tu =vuvit+cd—vl=c (4)
Neutrinopartiklarna ror sig med ljusets hastighet relativt rymdskeppet, men i en annan riktning an
relativt jorden och solen. Om ¢ ar vinkeln mellan w och v har vi (se fig.)

; 2
tan ¢ = ﬁ = ¢ = arctan (E) = 42°, (5)




Uppgift 2.

Kinetisk energi: K = f(q)¢*

potentiell energi: V = V/(g)

Lagrangefunktionen: L = K — V = f(q)¢* — V(q)

Visa att Lagranges ekvation %% — %% = 0 medfor att den totala mekaniska energin F = K 4+ V ar
konstant, dvs %E =0.
dBE 4 s df ., 5
B di Ho)d) =24 + fla)g (6)
oL df ., dV
ik . I 7
Lagranges ekv. blir
doL oL df ., . dv
———— = — 2f — =0 8
Gioa g dgl T Haa+ 2 (8)
Energin ges av £ = f(q)¢* + V(q), sa
d daf ; o e &Y .l . dV
—FE=— 2 —qg=q|—=— 2 — ] =0 9
Gl =ggdd H@)4G+ -4 (dqq +2flai+ 4 (9)
=0 enl. Lag‘:anges ekv.
V.SV
Uppgift 3.
M
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Generaliserade koordinater: = och ¢
Vagnens kinetiska energi: K, = :Mz?
Vagnens potentiella energi: V, = 1ha?
Pendelns kula har hastigheten v, (se fig.)
v? = 1’ sin® ¢ + (Ipcos ¢ + &)? = 129 + 27 + 2igcos ¢ (10)
Pendelns kinetiska energi: K, = tmv} = %m(lgg-bg + &% + 2 cos P)
Pendelns potentiella energi: V,, = —mglcos ¢
Lagrangefunktionen kan nu skrivas L = K, + K, — V, = V,
1 -2 1 252 = 1) ! 1 2
o= §(Mr +m)i* + Em(l ¢ + 2l cos p) — -2~k3; + mgl cos ¢ (11)




Sok Lagranges ekvationer %g—i - g—; = ( for = och ¢.

%% = (M +m)i + mldcos ¢

%% =(M+m)z + mlq-b.cosgﬁ - m-fﬁ,-éz sin ¢
% —_ kx

8L — m({%¢ + li cos ¢)

%2—&; = m(I2 + li cos ¢ — lzdsin @)

2L = —miidsing — mglsin ¢

Vi kan nu skriva upp Lagranges ekv. for z och ¢

ml - ml

e L A — 52 gt = ]_2
$+1M+mcpcosgo M-|—m¢ Sln¢+M+mm . ( )
(E)—%—?cosqb—l—%sinqﬁzo (13)
For sma sviangningar omkring jamviktslaget reduceras ekvationerna ovan till
ml - k
v = 14
B rm T My (14)
THé+76=0 (15)

dar vi har anvant cos¢ ~ 1, sin¢ =~ ¢ och ¢?* ~ 0. Ekvationerna kan skrivas pa matrisform

Mx + Kx =0, dar
x—(w) pre | 1 e K—(‘_“f% O) (16)
=lg)r M=y ") KU
Ansats av typen x = ae™’, dir a ar en kolumnvektor innehallande amplituder, ger
(-Mw? + K)a=0. (17)

Nollskilld 16sning for a fas endast da determinanten av (—Mw? + K') ar lika med noll. Detta leder
till en andragradsekvation i w? med lésningarna

w2:g(M+m)+kl 1

2MI QMﬂ/gz(M +m)? + (kl)? — 2gkl(M — m) (18)




Uppgift 4.

A

i 1l 25 S
F—eD -

72 2 5
At s O!.L

g

'Y
e

Placera ett koordinatsystem (&, 7, () langs stangens huvudtroghetsaxlar. I detta system ar troghetstensorn
diagonal,

e 0 0
I=(0 1, 0], (19)
0 0 e
dar 1 !
]EE = -I—Qm-fz, I???? = 0, [gc = ﬁmlz (20)

Rotationsvektorn beskrivs i (£, 7, ()-systemet av
w = w(cos af + sin af). (21)

Stangens rorelsemangdsmoment ar L = Iw

leml2 0 0 0 1 R )
i 0 0 0 weosa | = —mlfwsinal = L, (22)
1, g2 . 12
0 0 ml wsin o
dvs L roterar kring w vinkelratt mot stangen.
Z
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For att berakna kraftmomentet pa stangen, 7 = %, beskriver vi L i ett fixt koordinatsystem (z, y, z)
dar rotationsaxeln ligger i z-riktningen (se fig.),

L = L cos acoswitx + L cos asinwty + Lsin az. (23)

4




Kraftmomentet ges av

dL

T oy = —Lw cos asin wiX + Lw cos a cos wty = Lw cos o — sinwiX + coswty), (24)
vilket ger
|
T=|r|= /12472 = Lwcosa = -1_—27fm’.2w2 sin o cos a. (25)
Vi kan nu berdkna kraften F fran axeln pa vardera lagret mha 7 = Fd,
L.
F= Emgwg sin a cos a. (26)
Uppgift 5.
A
0

Betrakta ett system som roterar med karusellen. Emils pendel paverkas i detta system, utoéver
tygngdkraften W = mg, av fiktiva krafter. De fiktiva krafterna i roterande system ges av

Ffict = Fcorz’oh’s + Fcentrifugal = —2m x Veot — mEd x ( Q x r): (27’)

dar @ = Q% ar rotationsvektorn och v,,; = v(—r) ar Emils hastighet i det roterande systemet.
Centrifugalkraften ar riktad utat fran rotationsaxeln och paverkar darfor inte pendelns rorelse.

A

Feoriotis = —2mS2 X Ve = —2mflz x v(—t) = 2mvé (28)

Totala kraften i pendelns rorelseplan ges av

F = —mg#z + 2mv8 (29)

coriolls
Pendelns utslagsvinkel i jamvikt, ¢q, ges av
Fcor'io 18 2mQ , 20
tan ¢y = 71 — o = a.rctan(_—v). (30)
W myg g

Om pendeln var stilla nar Emil bérjade ga kommer den att pendla med amplitud ¢ omkring
jamviktslaget. Maximal utsalagsvinkel blir darfor ¢,,.. = 2¢p.




Uppgift 6.

Ey
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Energikonservering ger

E+my = E; + E,, (31)

dar £y och E. ar fotonens resp. elektronens energi efter stoten.
Rorelsemangdskonservering ger

—: Efc=p.cos¢ = E* = (p.c)? cos? ¢

1t 0= E¢/c— pesing = E% = (p.c)?sin® ¢

dar p. ar elektronens rorelseméngd efter stoten, E/c och E;/c ar fotonens rorelsemangd fore resp
efter stoten. Addition av ekvationerna ovan ger

E? + E? = (p.c)’. (32)
Satter vi in enregi-rorelsemangdsrelationen (p.c)? = E? — (moc?)? i ekv. (32) far vi
E® + E? = E? — (moc®)? (33)

Anvénd energikonservering (ekv. (31)) och ekv. (33) f6r att eliminera elektronens energi F.. Fran
ekv. (31) har vi

B o= E—i—moczﬁE'f. (34)
Insdttning i ekv. (33) ger
F e E? =(E+ mge® — E'f)2 — (TR-DCQ)2., (35)
vilket leder till ett uttryck for fotonens energi efter stoten
E
L = e T (36)




Tentamen i Mekanik F del B

Tid och plats: Tisdagen den 11 januari 2000 kI 14.15 - 18.15 1 vv.

Jourhavande assistent: Peter Samuelsson, ankn 3237.

Hjilpmedel: TEFYMA, Standard Math Tables, Beta, Physics Handbook, valfri réknedosa
samt egenhandigt skriven A4-sida.

Lésningarna anslas pa institutionens anslagstavla i trapphuset samt pa entrédorren omedel-
bart efter skrivningens slut.

Poingberikning: Varje uppgift ger maximalt 15 podng. Till detta far laggas poang fran
inlamningsuppgifterna. For betyg 3, 4 och 5 kravs 30, 40 respektive 50 poang.

Ténk pé att rita figur i forekommande fall, forklara inforda storheter, motivera ekvationer
och avsluta varje uppgift med ett tydligt svar. Gor dimensionsanalys. Aven ofullstindiga
lésningar kan poangsattas.

1. Jorden ar inte sfariskt symmetrisk, utan (p.g.a. sin rotation) nagot “tillplattad”.
Med kiinnedom om detta, samt att vinkeln mellan jordens spinn- och precessionsvek-
torer ar mycket liten (vilket man kan se fran marken—hur?), vilka slutsatser kan dras
betraffande forhallandet mellan spinnet och precessionen till storlek och riktning?

9. En partikel kan glida friktionslost langs en horisontell stang, som roterar kring en fix
punkt (pa stangen) med en konstant vinkelhastighet. Partikeln paverkas av en kraft
som ar proportionell mot avstandet till den fixa punkten. Finn rorelseekvationen for
partikeln! Beskriv, och diskutera, typiska rorelser for olika varden pa de ingaende
parametrarna, speciellt m.a.p. jamviktslagen och deras stabilitet! Kan man a pri-
ori, t.ex. m.h.a. dimensionsanalys + “sunt fornuft”, avgora huruvida systemet har
en “fasovergang”, dvs. beter sig kvalitativt olika i olika regioner av parametervarden?
Isafall, kan man p4 detta sitt uppskatta ungefar for vilka parametervarden fasovergangen
sker?

3. Jamfor dopplereffekten for elektromagnetisk stralning med den for ljudvagor (den
senare for de tva fall d& ljudkalla resp. observator ar i vila i forhallande till luften)!
Finns det nagon speciell anledning att forvinta sig att det relativistiska resultatet skall
ligga mellan de tva resultaten for ljud? (Jag vill inte bara ha de firdiga uttrycken, utan
hérledningar. Uttrycket for tidsdilatationen kan dock anses kdnt, om man vill.)

4. Tva lika massor m glider friktionsfritt pa ett horisontellt underlag. De éar fastade
i varsin vagg med likadana fjadrar med fjdderkonstant k. Dessutom sitter mellan
fjadrarna en mycket svagare fjader, vars fjaderkonstant kan skrivas ok, dar alltsa o ar
ett mycket litet tal. Anvand Lagranges formalism for att skriva ned rorelseekvationerna
for systemet! Diskutera 16sningarnas beteende, inte bara egensvangningarna utan aven
superpositioner av dem! Undersék speciellt féljande: om till en borjan endast den ena
massan svanger fram och tillbaka medan den andra &r stilla, hur lang tid tar det tills
forhallandet ar det motsatta?

Lycka till!




Losningar till Tentamen 1 Mekanik F del B
den 11 januari 2000

1. Vi antar att jorden ar en rotationssymmetrisk stel kropp som inte paverkas
av nagot yttre kraftmoment (Mg = 0). Detta ‘nnebar att jordens rorelsemangd

ar konstant,
dLg

dr

Om vi infor ett kroppsfixt koordinatsystem med ¢ lings symmetriaxeln
(pekandes fran jordens centrum mot “nordpolen” ) kan vi skriva rorelsemangdsmomentet

Lo = Tewek + Iywni + Lwed-

dar we,wn och we ar rotationsvektorns komponenter i det kroppsfixa sys-
temet. Deviationsmomenten ar noll d4 jorden ar symmetrisk vid spegling
£ —» —€,n— —nsamt { = —¢. Utifran vart antagande om jordens form
kan visatta [ = I, = [1. Da vi har w = wEé + wyn + weC kan vi skriva

LU = Ilw + ([C - Il)w,;(f
Vi kan askadliggora de olika vektorerna
z

A

Y LD

v

med det totala rorelsemangdsmomentet riktat i # riktningen. Da Lg ar
konstant kan vi skriva Lg = Lo2 och 16sa ut w ur ovanstaende ekvation,

w :Lu‘pé'-*‘b'(:h,

med wp = Lo/l och v = (1 — I /I1)w;. Jorden precesserar alltsakring
z-axeln med vinkelhastigheten wp samtidigt som den spinner kring C-axeln
med vinkelfrekvensen v. Vinkeln f mellan z- och (-axeln ges av

cosf =(-2=C-Lo/Lo = Icwe/ Lo

och vi kan da relatera cosf till wp och v genom

! I
¥ = (l = f;)wg: (ﬁ— 1>wpcosf)

For jorden kan vi enligt uppgiften anta att § << 1 och att darfor cosd = 1.
For att besvara uppgiften behover vinu bara information om troghetsmomenten.
Eftersom jorden ar nagot tillplattad vid polerna (enl. uppgift) kan vi sluta




oss till att 7, ar ndgot mindre &n I;. (Jmf t.ex ellipsen pa sid. 137 i Physics
Handbook.) Vi kan da skriva I = Iy + 81 (61 << I, I¢) och far

v = HJ[/[C

Vi ser att spinnet har en mycket ligre vinkelfrevens an precessionen. Mi-
nustecknet innebar att (-axeln ar i stort sett riktad 1 —z-axelns riktning.
Spinnet och precessionen gar darfor at olika hall.

. Vi har partikeln fritt glidande langs stangen

P )

& 4
K
F @

Partikeln kan bara rora sig i radiell riktning p.g.a tvang och da stangen ar
horisontell behdver vi inte bry oss om gravitationen. Kraft som paverkar

kroppen ar da
F=—kr

vilket ger oss med Newtons andra lag samt uttrycket for den radiella ac-
celerationen a, = ¥ — rw? rorelseekvationen

mr = r'(mw2 — k).
Denna rorelseekvation har den karaktaristiska ekvationen
A=W —k/m

Vi studerar ldsningarna for tre olika parameterintervall

Dw?=k/m>0= A = —A; = /w? — k/m med den allminna 16sningen

r = Acosh(A1) + Bsinh(A;t).

Om vi startar i punkten r(0) = ro med hastighetenv(0) = vy far vi
losningen
r = rpcosh(y/w? — k/mt) + QL + sinh(v/w? — k/mt)
w? —k/m

Vi far da en rorelse dar partikeln accelererar utat fran den fixa punkten
O, beskrivandes en spiralrorelse 1 det horisontella planet. Om vi startar
med vg < 0, d.v.s skickar partikeln in mot fixpunkten, kommer partikeln
bromsas in, vanda, och sedan accelerera ut.

2) w? —k/m <0 =X = =X = i/k/m—w? = ik med den allminna
losningen
r = Acos(kt) + Bsin(xt) = Csin(kt + ).




Om vi startar i 7o med hastighetenuvg far vilosningen ¢ = NCETIE
arctan(rox/vo) vilket ger rorelseekvationen

- \/T.g s —ipsin(\/k/m — w2t + arctan(ro(k/m — w?) /o))

(k/m —w?)
Vi far nu en oscillerande l6sning kring punkten O (vi antar att par-
tikeln kan rora sig genom O) med frekvensen k/m — w? och amplituden
3+ m—iﬂ
Nwi—k/m=0=>A=Xx=0 med den allmanna losningen
r=A+ Bt
Om vi startar i ro med hastighetenvg far vi losningen
r =719+ vgt,

d.v.s en vanlig rtlinjig rorelse som fortsatter i den riktning och med den
hastighet man givit partikeln fran borjan, oberoende av var den borjar.

Vi kan studera jamvikten for de olika fallen

1) Partikeln kan endast vara i vilai punkten » = 0 med hastigheten v = 0.
Om vi flyttar partikeln en liten bit ér ut fran O borjar den accelerera utat.
Jamviktslaget ar inte stabilt.

2) Partikeln kan dven i detta fall endast vara i vila i punkten 7 = 0 med
hastigheten v = 0. Om vi flyttar partikeln en liten bit dr ut fran O
kommer den att bérja rora sig inat igen, vilket fas genom att satta in
vo = 0 1 rorelseekvationen ovan. Jamviktslaget ar stabilt.

3) Alla punkter pa hela stangen ar jamviktsligen och dirmed ar de indif-
ferenta.

Vad kan vi komma fram till med “sunt fornuft” och dimensionsanaly?.
Om vi betraktar en sten i ett snore som vi snurrar runt kroppen kan
vi konstatera att det kravs en storre kraft att halla stenen pa konstant
avstand om den ar tyngre, snoret langre eller om vi snurrar fortare. Om
vi inte haller emot ordentligt sticker stenen ivag (en fas), drar vi for hart
borjar vi dra stenen till oss (en andra fas). Fasovergingen kan da sagas
vara nar vi haller stenen stilla. Vi kan uppskatta att kraften som kravs
kan skrivas
F =m®ufr

dar vi enligt vart resonemang vet att o, 8.7 > 0. Vivetatt IN = lkgm/s*
vilket bara fas genom a = 1,5 =2 samt v = 1. D4 detta sedan skall vara
lika med den givna kraften F = —kr ser vi att fastvergangen sker vid
k = mw?




3. Antag forst att vi har en observator O, som ar i vila i forhallande till luften
och en sandare som ror sig rakt emot honom med hasigheten v, < cg, dar
co ar ljudhastigheten i luft. Sandaren sander ut en signal med frekvensen v.
Antag att signalen har maximal amplitud vid tiden to. Efter T sekunder,
dar T = 1/v ar periodtiden, har det forsta amplitudmaximat flyttat sig
strackan
ln = co/T = cov

Sandaren har samtidigt flyttat sig strackan
Iy =i,/ T =ugp

Nir siandarens signal nu vid tiden to + 7" har maximal amplitud igen, blir
d4 avstandet mellan amplitudmaximumen A = [,, —I; = v(co—v,). Detta
blir den vaglangd som observatoren uppfattar, vilket innebar frekvensen

Studera nu istillet fallet di sindaren ar i vila i forhallande till luften
och observatoren ror sig i rakt mot sandaren med hastigheten w,. Vid
tiden fo stéter observatéren pa ett amplitudmaxima. Efter ytterligare
en tid ¢’ stoter observatoren pa nasta amplitudmaxima. Eftersom obser-
vatoren ror sig mot kallan maste denna tid vara mindre an periodtiden
' < T. Avstandet mellan amplitudmaximumen ar A = ¢o/r och den rel-
ativa hastigheten mellan observatoren och ljudvagorna ar ¢g + v,. Detta

ger tiden
1

v(1 4 ve/eo)

som ar periodtiden som observatoren uppfattar att signalen har, och foljdaktligen
frekvensen

t'=A/(co+v) =

v =1/t = v(1l + v, /eo),

en mindre frekvens an i fallet di observatoren var stilla. I det relativis-
tiska fallet vet vi att enligt relativitetsprincipen blir resultatet det samma
oberoende av om observatoren ror sig och sandaren ar stilla eller vice
versa. Detta beror pa att vi inte har nagot “medium” (jmf luft) som star
stilla och som ljusvigorna bars fram av. Lat oss darfor anta att obser-
vatoren, i vila i sitt inertialsystem, observerar en sandare som ror sig rakt
mot honom med hastigheten v, och sander ut en signal med frekvensen
v, uppfattat fran sindarens inertialsystem (dar sindaren ar i vila) . Vid
tiden ¢y har signalamplituden ett maxima och vid tiden #; nasta naxima
(uppfattat i sindarens inertialsystem). Detta ger periodtiden

T:tl—f[):[/u

Observatoren uppfattar att signalen har sitt forsta amplitudmaxima vid
tiden tj, da sandaren befinner sig i punkten z{ 1 observatorens inertial-
system. Vid tiden t}, da signalen har sitt andra amplitudmaxima, har
sandaren kommit till punkten z}, dar

*Lfl —rp= vs (1) — tg)




Under denna tid har det fista amplitudmaximat fardats ¢ * (t) — t4) och
avstandet mellan amplitudmaximumen, alltsa den av observatoren UPP-

fattade vaglangden, blir
= (e — vs){th — to)
Den av observatoren uppfattade frekvensen blir da
o= c/x =171t — )~ vs/c)]

Den av observatoren uppfattade tidsskillnaden t} —t, uppfattas i sandarens

inertialsystem till t; — to. Dessa tidsskillnader ar relaterade, enligt det
kanda uttrycket (tidsdilatationen)

t, -t = (1 =g}/ 1= v? fc®

vilket ger uttrycket for den av observataoren uppfattade frekvensen

" JT=v2fe 1+v/c
v :u_——————'—‘:u -—
(1-U,/c} 1—ws/c

Detta uttryck ligger mellan de bdda tidigare harledda for fallet di sandaren
och observatoren rorde sig en en agtillastaende” luft som definierade iner-

tialsystemet.

4. Vi har foljande system Bada massorna ror sig utefter samma linje, den

vanstra i figuren har koordinat z (£ = 0 for j'zimviktslége), den hogra
koordinat y (¥ = 0 for jémviktslége). Vi vill anvanda Lagranges formal-
ism till att skriva ner systemets rorelseekvationer. Lagrangefunktionen
sr [ = Ex — Ep, differensen av systemets kinetiska (Ex) och potentiella
(Ep) energi. 1 detta fall blir L en funktion av =, %, Y och y. Det generella

uttrycket for rorelseekvationerna fas av

dor 2L
dt o~ Oz
doL oL
di oy 0y

Den kinetiska energin hos massorna ges av

Ex = mz2/2+ my’ /2.




Det allménna uttrycket for den potentialla energin hos en fjider ges av
Ey = k(81)2/2, dir 8 ar fjaderns langdférandring. Vi far da

By = kz?/2 + ky? /2 + ak(y —z)2.
Ur detta kan vi sedan harleda rorelseekvationerna till
mz = —kzr + ak(y — z),

my = —ky — ak(y — z).

Detta ar tva kopplade andra ordningens differentialekvationer. Vi kan
genom att derivera den forsta ekvationen tva ganger till och eliminera y-
kordinaten och dess andraderivata, komma fram till en fjarde ordningens
differentialekvation

2
Z"—gz“) + 2%(1 +a/2)i+(1+a)z =0

Denna har den karaktaristiska ekvationen

2
LT 2 _
A 22 (14+0/2)0% + (14 a) = 0

Vi satter 8 = (m/k)A? och far
B+ 2(1+a/2)8+ (1+a)=0

Denna ekvation har losningarna 8, = —1 samt 8, = —1 — o, vilket ger oss
de fyra losningarna till den fullstandiga karaktaristiska ekvationen

Alg = :’cim = +iw,
Mg = Fiv/k/m(l + a) = tiw,
och darifran den allmanna l6sningen
= Apsin(wit + ¢1) + Ay sin(wat + ¢o)
och genom insattning i rorelseekvationerna
Y= Apsin(wit + ¢,) — A, sin(wst + @3)

Vi har alltsa en 16sning for bida massorna som bestar av en superposition
av tvad harmoniska svingningar med mycket lika frekvenser. Eftersom
mittfjadern har den lilla fjiderkonstanten ak, kan vi anta att den orsakar
en liten forandring i rérelsen for de tva annars nastan okopplade massorna.
Lat oss studera specialfallet d4 den hogra massan startar (¢ = 0)i vila (v=
0) i jamviktspunkten y = 0 medans den vinstra startar med hastigheten
T = vg i jamviktspunkten z = 0. Detta der oss fyra begynnelsevillkor att
bestamma de fyra okanda parametrarna A4, A,, ¢; samt s,

y(0) = A;sing) — 4ssingy = 0

y(0) = 41w cos gy — Aowa coshy = ()




z(0) = A singy + Azsings =0

z(0) = Ajw, cos ¢ — Agwacos ¢z = v

vilket ger efter lite algebra
$r1=¢2=0

_ 1 A vg [m
Y ;e TV
De bada amplituderna skiljer sig lite at och vi kan for enkelhetens skull
satta de lika, vilket ger oss de tva rorelseekvationerna

A

vo m ., . :
_ % [m . 5t
z= o\ (sin(wit) + sin(wat),
v m . . ;
y =0\ [ sin(est) — sinfust).

detta kan skrivas om med trigonometriska formler till

o= vmz’%sin{ul ;(‘I‘:Qn‘i)cos(w1 ;wzt],

y= vmf'%sin(wl ;wzt)cos(wl —;w2t).

Dessa bada funktioner ar plottade nedan for @ = 1/20. Vi far ett system

massa med koordinal x

1 T T T T T T T
0.5 i
b=
2
'EL 0
-0.5 1
-1 \ | 1 ) | L
0 05 1 15 2 25 3 3.5 4
tid t
massa med koordinat y
1 T T T T T T T
05+
3
'IE; 0
[
-0.5F
1 | L L . !
0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4

lid1t

dar den ursprungliga energin fors fran den ena massan till den andra med
en period T" = (w3 —w2)/2 & (a/4)y/k/m, medans de bada massorna var

fér sig oscillerar med perioden T & \/k/m.

e |




Tentamen i Mekanik Fdel B ~</7097

Tid och plats: Tisdagen den 24 augusti 1999 kl 09.15 - 13.15 i mg.

Jourhavande larare: Mans Henningson, ankn 3245.

Hjalpmedel: TEFYMA, Standard Math Tables, Beta, Physics Handbook, valfri riknedosa
samt egenhandigt skriven A4-sida.

Losningarna anslas pa institutionens anslagstavla i trapphuset samt pa entrédérren omedel-
bart efter skrivningens slut.

Podngberdkning: Varje uppgift ger maximalt 15 poang. For betyg 3, 4 och 5 krivs 30, 40
respektive 50 poang.

Tdnk pa att rita figur i forekommande fall, forklara inférda storheter, motivera ekvationer
och avsluta varje uppgift med ett tydligt svar. Goér dimensionsanalys. Motivera gjorda
approximationer. Aven ofullstandiga losningar kan poingsattas.

1. En kropp med massan m; ar upphéangd i en fjader med fjiderkonstanten %,. Den
ovre dnden av denna fjader ar fist i en kropp med massan m,, som ir upphangd
i en fjader med fjaderkonstanten k,. Den Gvre anden av denna fjider ar fix. All
rorelse sker i vertikalled. Stall upp rorelseekvationerna for detta system, och bestim
vinkelfrekvenserna for sviangningar runt jamviktslaget.

2. Ett flygplan har en propeller med tréghetsmomentet / (med avseende pa rotationsax-
eln) som roterar med vinkelhastigheten Q. Landningsstillet bestar av ett noshjul samt
ett hjul under vardera vingen. Avstandet mellan hjulaxlarna ar {. Flygplanet kor pa
marken med hastigheten v och utfor forst en hogersving och sedan en vanstersving,
bada med kurvradien R. Bestam skillnaden i normalkraften fran marken pa noshjulet
1 de tva fallen.

3. P& grund av jordrotationen ar den tyngdacceleration som uppmits i ett med jorden
roterande koordinatsystem inte riktad exakt mot jordens medelpunkt. Hur stor ir
avvikelsen (i grader) i Goteborg (latitud cirka 57°)? Jordklotet far approximeras med
en homogen sfar. Erfordeliga data tas fran tabellsamling.

4. En foton med energin E kolliderar med en elektron i vila (vilomassa my). Efter kol-
lisionen bestar systemet av elektronen samt en foton som ror sig i 90° vinkel relativt
den inkommande fotonen. Bestim den utgaende fotonens energi.

Lycka till!




Losningar till tentamen i Mekanik F del B
den 24 augusti 1999

1. Som generaliserade koordinater viljer vi forlangningarna z, och z, av de tva fjadrarna
relativt jamviktsldget. Lagrangefunktionen dr L = A" — V/, dar de kinetiska och poten-
tiella energierna ar

. my . e
K = 71|;,z-1 + 25)% + 723722
’ kl k2 2
V = ?Jff + 5
Lagranges ekvationer lyder
0 — d dL  JL
T dtox, O
= mx; +mI + kx
0 — d 9L  JL
- (lrt al‘_} 8172

= Ti’!l.i‘l] + (_m1 + mg)fg + kgﬂ’.‘g.

Detta kan skrivas pa matrisform som A/ X + KX =0, dir

v [T my - [k O A AT
we(mom ) we(B ) x(®)

Vi ansatter en losning pa formen X = Ae™*, dar

A ( ay )
a5

och w ar den sokta vinkelfrekvensen, och far da ekvationssystemet (—w?M + K)A = 0.
Vilkoret for att vi skall kunna ha 16sningar med A # 0 ar att

0 = det(—w’?M + A
= ;-;4m.1m-g — w?(mlk—g +miky + mzkl) + k1 ks.

Denna andragradsekvation i «? har lésningarna «? = «? och w? = w? dar

T Rt R ) PR

my My L) Ty my Mo s

( A'—g !I\‘] ) lll'_'[ ) | ( 1\'3 .[1‘1 !fl )2 klkg
e 4+ L] —4 .
o iy M2 2 Ty Ty Mo s

2| —

b | —




2. Beloppet av tidsderivatan av propellerns rérelsemangdsmoment ir
IL| = w0,

dar ;
w=—
by

ar flygplanets vinkelhastighet runt kurvan. Skillnaden i det vridmoment som marken
utovar pa flygplanet i de tva fallen ar

Nr'= Z|L|

Betecknas den sokta kraftskillnaden med AF sa har vi dven

Ay = {AF,
Sammantaget finner vi att
AF 2v0]
~ IR

3. Den upple\da accelerationen g bestar av tyngdaccelerationen med storleken g5
9,8ms™? riktad mot jordens medelpunkt och centripetalaccelerationen med storleken

gc = whrcos A

riktad ut fran jordaxeln. Har ar vinkelaccelerationen w = 21 /864008 =T, 3 x 10~%5%,
Jordradien r >~ 6,4 x 10° m och latituden A ~ 57°. Enligt cosinusteoremet har vi

9* = g5 + g7 — 2gog. cos A,

och enligt sinusteoremet sa uppfyller vinkeln ¢ mellan den upplevda accelerationen och

tyngdaccelerationen
sing  sin A

g g

Fran dessa samband foljer att

cos Asin A

V() +eoa(1-22)

Insattning av de numeriska vardena ger

& = arcsin

o
2,

oo F

~ 287

och den sokta vinkeln
o~0.1°.




Tentamen 1 Mekanik F del B

Tid och plats: Torsdagen den 27 maj 1999 kil 14.15 - 18.15 1 mn.

Jourhavande assistent: Martin Nilsson, ankn 3171.

Hjalpmedel: TEFYMA, Standard Math Tables, Beta, Physics Handbook, valfri raknedosa
samt egenhandigt skriven Ad-sida.

Lésningarna anslas pa institutionens anslagstavla i trapphuset samt pa entrédorren omedel-
bart efter skrivningens slut.

Podngberdkning: Varje uppgift ger maximalt 15 poang. Till detta far laggas poang fran
inlamningsuppgifterna. For betyg 3, 4 och 5 kravs 30, 40 respektive 50 poang.

Tdank pa att rita figur 1 forekommande fall, forklara inforda storheter, motivera ekvationer
och avsluta varje uppgift med ett tydligt svar. Gor dimensionsanalys. Aven ofullstandiga
losningar kan poangsattas.

1. En vagn med massan M kan rora sig friktionslost langs ett horisontellt spar och ar
forbunden med en fix punkt med en fjader med fjaderkonstanten k. Fran vagnen
hanger en kula med massan m (och tyngden mg) i ett snore med langden {. Kulan
pendlar i ett vertikalplan genom sparet som vagnen ror sig pa. Skriv upp Lagranges ek-
vationer for detta system och bestam vinkelfrekvenserna fér sma svingningar omkring
jamviktslaget.

2. Ett gyroskop bestdr av en tunn cirkular homogen skiva med radien R som ar fast i
sin mittpunkt i anden pa en latt stang med langden [ vinkelratt mot skivan. Den
andra anden av stangen kan vrida sig friktionsfritt kring en kulled. Bestam vinkel-
frekvensen for precessionsrorelsen nar stangen ar horisontell och skivan roterar med
vinkelfrekvensen w. Tyngdaccelerationen ar g.

3. En vagn kan rora sig friktionsfritt langs ett radiellt spar pa en karusell som roterar med
vinkelfrekvensen ). Pa vagnen ligger en isbit som kan glida friktionsfritt langs en linje
vinkelrdtt mot vagnens korriktning. Vid tiden ¢ = 0 star vagnen stilla pa karusellen
pa avstandet rq fran centrum och isbiten ligger stilla mitt pa vagnen.

a) Visa att vid tiden ¢ befinner sig vagnen pa avstandet

To =
r= ?(em-ke m).

b) Hur langt har isbiten glidit vid tiden ¢7 (Glidstrackan far antas vara mycket mindre
an r.)

4. Hur hog hastighet (i m/s) maste man ge en elektron for att det vid en kollision med en
proton 1 vila skall kunna skapas en neutron? (Vid reaktionen skapas aven en neutrino
vars energl och rorelsemangd vi férsummar.)

Lycka till!






