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1.

(a) Bestim en ekvation for tangentplanet till ytan 23z + 22 + yz3 = 11 punkten (1, —1,1).

(b) Bestim karaktiren hos de stationira punkterna till f(z,y) = 2 + 322 — 62y + 2.
(c) Transformera uttrycket :cz; + yz; till poldra koordinater (r, ).
(d) For avbildningen (u,v) = f(z,y) giller att vy, = 1, uy, =2, v, =3, v, =4

i en viss punkt P. Motivera att f &r lokalt inverterbar kring P och beridkna

@y, Ty, Yo, Yo i punkten fH(P).

(a) Berikna // xy dedy,dir D = {(z,y) x> 1,y > 1, xy < 2}.
D

(b) Punkterna P = (2,1) och @ = (—3,2) dr dndpunkterna pa en diameter i en cirkel.
Om den cirkeln genomldps i positiv led, dr C' halvcirkelbagen fran P till Q).

Beriikna / (y* — 6xy) dx + (2zy — 322) dy.
C

. For tre godtyckliga positiva reella tal z, y och z giller olikheten

1
(ay2)s < 5(e+y+2)

Detta uttrycker att det geometriska medelvérdet av tre positiva tal aldrig 6verskrider
det aritmetiska medelvirdet. Detta kan bevisas pa olika sitt, men bevisa hir olikheten
genom att maximera produkten av tre positiva tal med given summa.

. Beriikna medelvirdet av z-koordinaten i den omradet

K={(z,y,2) 2>+ 9> < 2% a<z<b},dir0<a<b
(dvs z-koordinaten for tyngdpunkten av K vid homogen massfordelning).

Kurvan C' given av parametriseringen (z, y, z) = (cost,sint,sin2t), 0 <t < 2,
ligger pa ytan z = 2zxy (eller hur?). En partikel ror sig utmed hela C' och paverkas
av kraftfiltet (cos z + 3, siny + 22, x). Beriikna det utriittade arbetet.

o)
Integralen / m dz kan beridknas exakt genom att man utgar fran en mera
0 €T

lattberdknad integral f(x,y) dx med en parameter y. Dérefter utfor man lampliga

operationer pa den senare integralen for att ndrma sig den forra. Berékna den forra
integralen pa sa sitt med en limpligt vald integrand f(z, y). Motivera vél!

(a) Bevisa formeln fy(a) = Vf(a) - v (med |v| = 1) for en differentierbar funktion f.

(b) Formulera Gauss sats.

Formulera och bevisa Greens formel.
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Losningsanvisningar och svar till tentan 2013 01 19

(a) Ytan ir en funktionsyta f = 1. Berikna V f(1, —1,1) = (5,1, —2). D4 idr tangentplanets ekvation:
Vf(1,-1,1)-(x -1,y + 1,z — 1) = 0, vilket ger svaret 5x + y — 2z = 2.

(b) Los Vf = 0. Lésningarna (0,0) och (4,12) dr de stationdra punkterna. Undersok den kvadratiska formen
Q(h) = fil.h* + 2f1,hk + f,k* i vardera punkten. I (0, 0) visar den sig vara indefinit - alltsd en sadelpunkt
i(0,0).1(4,12)ér den positivt definit - dirmed en lokal minimipunkt i (4, 12).

(¢) Medz =rcosf, y =rsinf har vi z,. = 2,z + 2,y = 2 cos0 + z, sin 0,
sd 1z, = zhrcosf + zyrsinb = xz;, + yz,,. Alltsd: ¢z, + yz, = rz;.

(d) Om funktionaldeterminanten det f'(P) # 0, sd dr enligt inversa funktionssatsen f lokalt inverterbar kring P.
Inversen &r inversa matrisen till f'(P).

Da det f'(P) = —2, s har vi inversen
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och svaren kan avldsas element for element.

(a) Upprepad integration, t ex forstiy-led 6ver 1 < y < 2/z, sedanix-led over 1 < z < 2 ger oss svaretln 4 — %.

(b) Differentialformen #r exaks med potentialen U(z,y) = zy? — 3z2y, och integralen beror di bara pa start- och
slutpunkt: 7 = U(-3,2) — U(2,1) = —56.

. Vi maximerar alltsa f = xyz under bivillkoret z +y + z = a, a > 0,ddrx > 0, y > 0, z > 0. Vi far da en kompakt
mingd (triangel) pa vilken f garanterat har bade storsta och minsta virde enligt en sats. Minsta virdet (pa hela randen
av triangeln) @r noll, i det inre @r f > O och dir finns maximum. Anvind t ex Lagrange multiplikatormetod, som ger en
enda kandidat till maximum, nimligen z = y = z = a/3 med fmaz = (a/3)>. Pi varje plan z + y + z = a dr alltsd
zyz < (a/3)* = ((x + y + 2)/3)3, varur den sokta olikheten foljer i hela forsta oktanten.

. Medelvirdet ar

17T,  # dxdydz
r = S——————
M dedydz
Bada integralerna beridknas med upprepad integration, snitta vinkelrétt mot z-axeln. Vi integrerar da forst 6ver cirkel-
skivan 22 + 3% < z, sedan 6ver intervallet a < z < b. Man far d&
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2 2
och efter forenkling zt = %%.

. Ett fall for Stokes sats! Orienteringen av kurvan C gor att ytan Y (dvs z = 2zxy innanfér C) ska ha normal “uppat”.
Arbetet dr dd, med r = (z,y, 2zy), vy, X r, = (—2y, —2z, 1) och D = enhetscirkelskivan,

/F dr*// (V x F)-NdS = // —day,—1,-3y°) - (— 2y,—2m,1)dazdy:~..:_?%r

Hir har ett par termer kapats da deras integral over D blir noll av symmetriskil, och poléra koordinater har anvints till
slut. Arbetet dr —37 /4.

. 1
Vil f(z,y) = —5—— et y > 0 ochsitt F(y) = [ f(x,y)dz. Vér integral blir dd F"'(1)/2. Detta forutsitter att
T
derivering kan flyttas in under 1ntegraltecknet, vilket ska motiveras (kommer hir senare, liksom riknedetaljer!). Gor
man pd detta sitt, finner man att integralen blir 37/16.



