Tentamen i Flervariabelanalys F/TM, MVE035

2012 01 11 kl. 8.30-12.30.

Hjalpmedel: Inga, ej raknedosa.

Telefon: Fredrik Lindgren tel 0703-088304

For godként krdvs minst 24 poédng.

Betyg 3: 24-35 poing, betyg 4: 36-47 poing, betyg 5: 48 poiing eller mera. Bonuspoing fran 2011 ingar.
Losningar kommer pa kursens hemsida:
http://www.math.chalmers.se/Math/Grundutb/CTH/mve035/1011

Skriv program och inskrivningsar pa omslaget, skriv personliga koden pa samtliga inlimnade papper.

1. (a) Funktionen f(z,y) = 23 4+ y> — 9y har en stationir punkt (3, 3).
Avgor om detta dr ett lokalt maximum, ett lokalt minimum eller en sadelpunkt.

(b) Bestim en potential till vektorfiltet F'(x,y, z) = ((1 + z)e* Y, ze* Y + 2y, —22).

(c) Ange ett koordinatbyte (s,t) = (f(x,y), g(z,y)) som transformerar uttrycket
xul, + 2yu; till ett som bara innehéller den ena av de partiella derivatorna med
avseende pa s respektive ¢, och ange det nya uttrycket.

2. Berikna / / xe® Y dxdy dir D ir fyrhorningen med horn i punkterna

D
(0,0), (2,1), (1,2) och (—1,1). Anvénd ett lampligt variabelbyte!

3. (a) Berikna det arbete som det plana kraftfiltet F'(x,y) = (22 + e* 1Y, 22 + e¥1Y)
utriittar pa en partikel som forflyttas fran (1, 0) till (0, 1) ldngs enhetscirkeln i
forsta kvadranten.

(b) Berikna / u - dr diru = (y, 2z — z,3x + 2y) och C ir den cirkel i planet

C
z = x som har medelpunkt i origo, radie 1 och genomlops ett varv i en sddan
riktning att x-koordinaten avtar da punkten (0, 1, 0) passeras.

4. Ett vitskeflode beskrivs av hastighetsvektorn F(z,y, z) = (z2% — yz, 2% — 22, y> + 2°).

Berikna vitskeflodet (volym per tidsenhet) av féltet uppat (i z-led) genom paraboloidytan

z=1—2%—y? for 22 + y* < 1. (Allt miits i SI-enheter).

oo
t
5. Motivera varfor funktionen F'(y) = / arctan(zy) dx ér deriverbar for y > 0.

o x(1+2?)

oo
t
Bestdm derivatan F’(y) och sedan F(y), och berékna till sist / aretan®
0

21+ 22)

6. (a) Definiera begreppet differentierbar funktion (vilj sjélv tva eller n variabler).

(b) Bevisa att varje reellvird C !_funktion av tva variabler ir differentierbar.

7. Formulera och bevisa satsen om maximum/minimum av en C'-funktion f(z,y)
med ett bivillkor g(z,y) = 0.
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Losningar till tentan 2012 01 11

Vi studerar forsta- och andraderivatorna av funktionen i punkten (3, 3).
f; =322 — 9y, f; = 3y2 — 9z
f;/z = 6437 f;ly = _97 f?;/y = 6y

Vi konstaterar att forstaderivatorna ér noll i (3, 3), som alltsd mycket riktigt 4r en stationér punkt. Dess karaktir
bestidms av den kvadratiska formen

Q(h) = f1(3,3)h* +2f7,(3,3)hk + fy,(3,3)k*, dir h=2—3, k=y—3,
dvs 1 )
Q(h) = 18(h* — hk + k) = 18((h _ Ek)z n Zk2)>

som ir positivt definit (dvs positiv for alla (h, k) # (0, 0)).

Detta medfor att ’ (3, 3) ar ett lokalt minimum ‘

Om U ir en potential till F sa giller VU = F,dvs U, = (1 + z)e* 1Y, U, = ze" Y +2y, UL = —2z.

Den andra likheten ger oss U = xe™ 1Y +y? 4 g(z, 2), varefter vi deriverar detta med avseende pa x och jimfor
med forstakomponenten av F: U, = (1 + z)e”™Y + gh(z,2) = (1 + 2)e* 1Y, = g(z,2) = h(z). Vi har
nuU = ze®"Y + 4% + h(z), vilket deriveras med avseende pi z och jimfors med tredjekomponenten av F':
Ul = h'(2) = —2z. Dirmed kan vi vilja h(z) = —2°.

En potential for | F ir U(x,y,z) = xe*™¥ 4 y? — 22|

Vi s6ker en karakteristisk kurva for vart uttryck Pu, + Qu;,, i vilket P = z, Q = 2y. En sédan ir 16sning till

den ordindra differentialekvationen dz = dy <= dz = dy <= 2d—m = @, vilken &r separabel
P Q T 2y x y

2

och har losningarna 2Inz = Iny + InC <~ = (. Ett koordinatbyte som fungerar &r da enligt

x2 2z

teorin | s = =, t = y |. Detta koordinatbyte ger (kedjeregeln): u, = u, —, u; = u;_—f + uy och slutligen
y Y Y

xu, + 2yu;, = 2tug |

2. Fyrhorningen &r en parallellogram som begrinsas av de réta linjernax+y =0,z +y = 3,2y —xz = 0och 2y —z = 3.

gor dérfor variabelbytet u = x +y, v = 2y — .
D4 motsvaras omradet D av kvadraten D’ = {(u,v): 0 <u <3, 0 < v < 3}. Vi har

d(u,v) 1 1 -3
d(z,y) | -1 2|
d(z,y) 1
dxdy = dudv = —dud
zdy TORD udv = 3 dudv

1
och vidare ér z = g(Qu —v). Alltsa dr

oty 1 Wl 1 /373 u 13 9. W
ze” Y dxdy = ~(2u —v)e* = dudv = = 2u—v)e'dv)du= = [ (6u—=)e"du=
- b 3 3 9/, \ U, 9/, 2

1 9. .,1° ?
= —|(6u— 7)6“} — / 6e" du =
9 { 2 0

0
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3. (a) Genom att komplettera kvartscirkelbagen C' med bitar av koordinataxlarna o1 och o far vi en sluten kurva och
kan anvinda Greens formel, eftersom filtet dr C* 6verallt, bara kurvan ges ritt orientering, sa som figuren visar.

Ay

02

01

Med hjilp av Greens formel kan vi nu skriva det sokta arbetet

1o} 2 T+ 0 2 x+
W:/F~dr:// —(z° 4+ e — —(z° + ")) dxdy — F . dr— F.dr =
) (2 ) o sy~ [ 3
1

0
= // 2z dxdy — / (z® 4 €e¥) dx — / e¥ dy = {poldra koordinater, |J| =r } =
D 0 1

-,

[SE)

1 ) Pl L, 1 1
/(2rcos€)rdrd9—(e—7)—(1—6):2/ cos@d@-/ ridr—- =<
) 3 . 373

0

Arbetet dr

o]

(b) Planet och cirkeln samt w uppfyller villkoren for Stokes sats, vilken da ger

/u~dr:// rotF - NdS
c Y

dédr Y dr den del av planet z = x som begrinsas av cirkeln C' och dédr IN har riktning uppat (med avseende pa
1

z). Ur planets ekvation 1o + Oy — 1z = 0 far vi en enhetsnormalvektor i 6nskad riktning N = ﬁ(—l, 0,1).
Vi beriknar forst rot F':

€ €y €z

% = |=2-(-1),0-32-1)=(3-31)

y 2x—2z 3xr+2y

Nu kan vi beridkna var integral, dér vi utnyttjar att integranden blir en konstant:

//YrotF~NdS://Y(3,f3,1)~%(71,0,1)d5://yf\/§d5':—\/ﬁarea(Y):—m/ﬁ

2
Svar: m

Uppgiften (bade a och b) kan ocksa 16sas direkt via parametrisering av respektive kurva, men det ir jobbigare.

4. Komplettera med “botten” Y1 = {(z,,0) : 2 +y* < 1} sd att Y + Y7 blir rand till kroppen
K ={(%,y,2): 0 < 2 <1— 2% —4?}. Vi har normalriktning utit frin K, s med Gauss sats far vi:

1—x2—y2
// F-NdS:/// V~Fdxdydz:/// 4z2da:dydz:// (/ 422dz>dxdy:
Y+4Y; K K Y1 0

1

2r 1 1
= // é(1—9[,'2—312)3dat:dy = {polira koordinater} = / / é(1—7”2)31" drdf = 27r/ {—1(1—7“2)4} =I
y, 3 0 0o 9 0 6 o 9

Nu ar // F-NdS = // F-NdS + / F - N dS med nedatriktad normal for Y7 och
Y+Y; Y Y1

// F-NdS = / F(xz,y,0)-(0,0,—-1)dS = — // y*® dedy = {polira koordinater, |.J| =} =
Y1 Y1 Y1

1 27 1 27
:_/ / r2sin20rdrd0:—/ ’I“Sd’l“/ sin%d@:—f
o Jo 0 0 4
s T

P 7E__7:7
Alltsaar//yF~NalS—3 ( 4) 13 |

Uppgiften kan 16sas direkt genom parametrisering av paraboloidytan, men det blir klart jobbigare.




5. Vi vill derivera en funktion given pa formen F(y) = / f(z,y) dz, en konvergent integral for varje y > 0. Teorin
0

siger att funktionen #r deriverbar for y € (0, co) med derivatan F'(y) = / h fy(z,y) dz om féljande forutsittningar
ar uppfyllda: ’

o f(z,y)och f,(z,y) dr kontinuerliga for (z,y) € [0, 00) X (0, c0),

e for varje kompakt delintervall aoog y < B av (0, 00) finns en funktion g(z) sadan att |f, (z,y)| < g(z) for

(z,y) € [0,00) X (e, B) och/ g(z) dz &r konvergent.
0

Vér integrand dr ”skenbart” odefinierad da x = 0, men om vi sitter

arctan(zy)
f(a:,y)—{ S om @0

y om z=0
1
sd far vi f, (z,y) = ETEETE) foralla (z,y) € [0, 00) x (0, c0) och bada dessa funktioner blir kontinuerliga
i[0,00) x (0,00) och F(y) = f(z,y) dz dr den givna funktionen.

0
Integralen F'(y) dr konvergent for alla y > 0, eftersom integranden | f(x,y)| < 2% och / ;—3 dx dr konvergent
i 0o 2z

(jamforelsekriteriet).
1
Vidare dr for varje intervall @ < y < S enligt ovan f,(z,y) < g(z) med g(z) = 0 29)(1 + oZa?) och
x a?r

/ g(z) dz dr konvergent. Vi kan alltsa derivera F'(y) som vi vill:
0

F’ = dr = rtialbrak: del = — — dr =
(y) /0 0291+ 229 x = { partialbrksuppdela } 1—y2/0 (1+m2 1+a;2y2> T

e}

- arctanx — yarctan(zy)| = L 3(1, )*L
Tl Y Y9, T1=y2" YT 21y
Vi far di F(y) = gln(l—l—y) ochF(l):/ %dw:glnl
0

™

"W = sy

, F(y):gln(ler), F(l):%an.




