Tentamen i Flervariabelanalys F/TM, MVE035

2011 08 23 kl. 8.30-12.30.

Hjalpmedel: Inga, ej raknedosa.
Telefon: Oskar Hamlet tel 0703-088304
For godként krdvs minst 24 poédng.

Betyg 3: 24-35 poing, betyg 4: 36-47 poing, betyg 5: 48 poiing eller mera. Bonuspoing fran 2011 ingar.

Losningar samt uppgifter om granskning av rittade tentor kommer pa kursens hemsida:
http://www.math.chalmers.se/Math/Grundutb/CTH/mve035/1011

Skriv program och inskrivningsar pa omslaget, skriv personliga koden pa samtliga inlimnade papper.
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2.

3.

7.

(a) Funktionen f(z,y) = 23> + (y — 1)? har en enda stationir punkt. Hitta den
och bestdm dess karaktér: lokalt maximum, lokalt minimum eller sadelpunkt.

(b) Temperaturen i ett omrade beskrivs av funktionen 7'(z, y, 2) = 222 + yz — 4z + 10.
Bestidm temperaturens foréndring per lingdenhet da man i punkten (1,2, 2) ror sig
i riktningen v = (1,2, —2).

(c) Bestidm en potential till vektorfiltet F' = (423y + e¥, 2% 4+ ze¥ — 2y) och berikna
kurvintegralen [, F - dr dir C 4r kurvan y = V22 + 1 frén (0,1) till (1, v/2).

Berikna koordinaterna for tyngdpunkten av den del av enhetsklotet 22 + y2 + 22 < 1
som har alla koordinater positiva. Massfordelningen antas vara homogen.

(a) Beriikna // In(|z| + |y|) dedy dir D = {(z,y) : |x| + |y| < 1}.
D

1
(b) Berikna // (222 +y)dady dir D = {(z,y): 0 <z <1, 0 <y < min(—,z*+1)}.
D T

Hastighetsvektorn i en gasstromning dr v = (ye™*, xe®, x + z) och dess masstithet dr
p(z,y,z) = z. Da dr vektorfiltet F' = pwv flodet av massa per tidsenhet och areaenhet.

(a) Berikna massflodet (massa per tidsenhet) som strommar ut genom det omrade som
begriinsas av konen z = /22 + 2 och planet z = 1.

(b) Hur stort dr flodet genom bara den konformade delen av begriansningsytan?

. Bland alla tangentplan till ytan 273222 = 1, bestdm det eller de som har storst avstdnd

till origo.

. Formulera och bevisa Greens formel.

(a) Formulera Stokes sats.
[o.¢]

(b) Bevisa att/ e dx = NZs
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Losningar till tentan 2011 08 23

1.  (a) For stationdr(a) punkt(er) 1oser vi ekvationssystemet V f = 0:

2xy® = 0
322y +2(y—1) = 0
Den forsta ekvationen ger x = 0 eller y = 0. Bara det forra ger 16sning av den andra ekvationen: y = 1. Enda
stationira punkt ér alltsa (0, 1). Dess karaktéir bestims av den kvadratiska formen

Q(h) = fi.(0, 1) + 21, (0, 1)hk + £}, (0, )k* dirh =z, k =y — 1.
Vihar f1,(x,y) = 2y°, f2,(2,y) = 62y, fy,(2,y) = 62y + 2, vilket ger

Q(h) = 2h* + 2K, som ir positivt definit (dvs positiv for alla (h, k) # (0, 0).
Detta medfor att (0, 1) dr ett lokalt minimum.

(b) Det som efterfragas ér rikiningsderivatan av T i punkten (1,2,2) och riktningen som ges av vektorn v =
(1,2, —2). For en differentierbar funktion, vilket ju varje polynom ir, kan denna derivata beriknas enligt formeln
Ty(1,2,2) = e- VT(1,2,2), dir e &r en enhetsvektor i v:s riktning. Nu ir VT = (4z, 2,y — 4),

VT(1,2,2) = (4,2,-2), e = %(1,2, —2) och dirmed T4 (1,2,2) = 1(1,2,-2) - (4,2, -2) = 4.

(c) Om U ir en potential till F' sa giller VU = F, dvs U, = 42y + €Y, U, = 2" + ze¥ — 2y. Det férsta villkoret

innebir att U = z'y + xe¥ + g(y), dir g ir deriverbar. Det andra villkoret kriver da att ¢’ (y) = —2y, si vi kan

vilja g(y) = —y? och potentialen ir U = x*y + xe¥ — y2.

Filtet F har en potential i hela rummet. D4 4r integralen lings en kurva lika med potentialdifferensen: |, o Fdr =
UL,vV2)—U((0,1) = (vV2+e"®>—2) = (-1) =v2+eV2 -1

2. Av symmetriskil inser vi att z- y- och z-koordinaterna for tyngdpunkten ir lika. Det réicker alltsa att berikna
tyngdpunktens z-koordinat:

; _ffszdﬂcdydz
= [l dedydz

Tiljaren kan berdknas med sfériska koordinater eller upprepad integration med vanliga poldra koordinater i andra steget.
Hir viljer jag det forstndmnda (dven om den andra varianten kanske &r kortast):

- . - 14r-13 =
, dér ndmnaren uttrycker kroppens volym, vilken vi kidnner = 3 3 — %

z:rcose,J:r2sin9,OSTSLOS@S%,OS(ﬁg

1 us jus
/// zdxdydz = // TCOS@TZSinode9d¢:/ 1“3dr/2 <3os05in0d0/2 dp =
D D’ 0 0 0
z 3

471 2153
— {%L{(Mnj) ]0 %:116 och darmed blir 27 = 2 = 2.
333

Tyngdpunktens koordinater &r (g, 3's
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3.

(@)

(b)

Av symmetriskil dr integralen lika med I = 4 / / In(z + y) dedy dir
E
E={(z,y):x>0,y>0, x+y <1} (dvs en triangelformad fjirdedel av den snedstillda kvadraten D).

Integranden &r odefinierad i origo, men har konstant tecken (minus) i £. Vi bildar en uttémmande f6ljd av
méngder

sdatt I =4 lim // In(z + y) dzdy.

For att berdkna den sistndmnda integralen byter vi variabler enligt:

{u = Tty = {:r - oumv me:dJacobianenJ:‘1 71‘:1
v = Y y = v 0 1

<u<l,

o

Nytt omrade blir E;, = {(u,v) :

// z+y) d;cdy—// Inu |J| dudv = /

n

= —lnul —/1u—21du— —lnu u— 1 __1+h17n_i_>_1 dd n — oo
- 2 1 1 B 4 L_ 4 2n2 4n? 4 '

S

< v < u} och vi far:

Inudu / dv = / ulnudu = (partiell integration)

=

Hirav foljer att I = —1.

Metod I
En naturlig variabelsubstitution (p g a randkurvorna y — 22 = 1 och zy = 1) ir
2
= - . . - —2 1
:}L B Y™ % med inversa Jacobianen J ! = zaj = —22° — Y

och dirmed |.J| = (22° + y) ", vilket gor att den nya integranden blir 1.
Vi dversitter randkurvorna till nya koordinater:

1
y=’+1 <= u=1 y=- +— wv=1 r=1 <= v=u+1
x
2=0,0<y<1l <= v=0,0<u<l y=0,0<z<1 = v=0,-1<u<0
1 v
=z’ + y=
v=1
D =1 v=yfl B u=1

Observera hur tva vinkelrita linjer avbildas pa var sin striicka av u-axeln och att dessa strickor méts i den punkt
ddr J~! = 0. Om man ser variabelbytet &t andra hallet, s dr det inte virre #n att Jacobianen &r noll i en punkt
pa randen ( 0 i det inre, vilket dr det som krévs).

Vi fullf6ljer nu berékningen, som blir banal:

//D(2x2+y)dxdy://E dudv =m(E) =1,5

Metod II 1

Kurvorna y = 22 + 1 och y = = skir varandra i zo (varav foljer att 3 = 1 — x0). Vi delar upp intervallet i tva
x

delar (utan variabelbyte):

1 1 z0 1
/ dx/ 23:2—|—y)dy+/ dx/ (2x2+y)dy:/ 1(5x4—i—6362—&—1)d$—|—/ (2x—|—%)daj:
xQ 0 0 2 xQ 2z

1 .
g(m0+2x0+x0 2x8+1)+ 5= (sittin 2§ = 1 — zo)

1 2 ) 1 1 1
= (- 220(1 — —2(1— 1)+=2=—"1{2 S
0 (( x0)° + 2x0(1 — o) + x5 — 2(1 — o) + )+2 21:0( :Eo)+2 .5



4. Hastighetsvektorn i en gasstromning dr v = (ye™ %, ze*, x + z) och dess masstithet dr
p(z,y,z) = z. Da dr vektorfiltet F = pv flodet av massa per tidsenhet och areaenhet.

(a) Vivill berdkna ytintegralen ® = // F.-NdS = // (yze %, xze” 2+ 22) -INdS, dir S dr den slutna ytan
s s

(kon + “lock”) och N ir dess utatriktade normalvektor. Hir ér Gauss sats tillimpbar (filtet ir C', omradet K

kompakt med C'-rand. D4 ir & = // F-NdS = /// divF dxdydz = /// (x + 2z) dedydz
s K K

Av symmetriskil blir integralen av x pa den koniska kroppen lika med noll, sa vi har

1
D= / / dxdy / 2zdz = / / (1- z? - y2) dxdy = (med polira koordinater)
22 4y2<1 Va2+y? 22 +y2<1
1
= 27r/ (1 —r)rdr = T
0 2

(b) For att fa flodet genom den konformade delen av S kan vi subtrahera flodet genom ’locket’, som ir littare att
berikna. Detta flode blir med uppatriktad normal, z = 1 insatt (aterigen integreras  till noll pa enhetscirkelski-
van):

// (ye ' ze,x +1)-(0,0,1) dedy = // 1 dxdy = 7 (arean av enhetscirkelskivan).
22 4y2<1 z24y2<1

Slutligen subtraheras detta fran ¢ sa vi far flddet genom den koniska ytan till —g (det flodar alltsa snarare in

genom den ytan).

Uppgift 5 pa nista sida!



5. Ytan f(x,y,z) = 1 med f(x,y, z) = xy®2> har tangentplan i varje punkt. I punkten (a, b, c) 4r tangentplanets ekva-
tion
Vf(a,b,c) (x —a,y—b,z—c)=0 <= (b202,2a602,2ab20) (z—a,y—b,z—¢c)=0 <=

b’lx + Qabczy + 2ab%cz = ab*c® + 2ab*c® + 2ab’c? =5 (di (a,b, c) ligger pa ytan, ir ju ab’c? = 11)

2 2
Man kan ocksé anvinda sambandet till att skriva om planet lite enklare: z + il + 2 _5
c

a b

Vi ser att inget tangentplan kan ga genom origo (origo insatt ger VL=0, HL=5). For ett plan Az + By + Cz = D
som inte gar genom origo, har den punkt som 4r ndrmast origo en normal som géar genom origo. Vi tar en sadan normal
(z,y,2) = t(A, B,C) och sitter in i planets ekvation och far den punkt som dr ndrmast origo: tA? +tB* +1C* =

D D
D = t=——-—— = avstindet dr |t||(4, B,C)| = I (kanske redan kint fran annan
A2+BQ+02 A2+BQ+CQ
kurs!)
Nu vet vi ddrmed att tangentplanet i (a, b, ¢) har (minsta) avstdindet —————— och uppgiften ir att maximera

T bt
1 4 4 .. 2 2
— + — + — under bivillkoret f(a, b, ¢) = ab“c” = 1. Det finns

a? b2 2
olika sitt att hantera detta, hir viljer jag att eliminera variabeln a med bivillkoret:

detta uttryck, dvs att minimera uttrycket h(a, b, ¢) =

0= = h(a»b70)=b4c4+i+%

e EREE T H(b,c)

Funktionen H #r definierad och differentierbar i hela sin definitionsméngd. Vi soker forst dess stationédra punkter:
VH=0 < b'c’=t°c'=2 <= b'"=c"=2

. - 1 E .
Hirav finner vi att det finns fyra stationdra punkter som uppfyller b> = ¢? = 25 och alla ger H = 5 - 25 . For att visa
att dessa ger vart minimum (och alltsd maximum f6r avstandet) viljer vi en kompakt méngd

K ={(b,c): |bc] = R} n{(b,c) : 5 < |b| < R? % <|c| < R’}

dér R dr stort nog for att vara stationéra punkter ska finnas i det inre av K.

1 1
For |b] < = och |¢| < = ar H > 4R, for |be| > Riar H > R®, s om R ir valt tillrickligt stort, sa dr virdet av
H storre pa och utanfor randen till X #n i de stationdra punkterna. Eftersom den kontinuerliga funktionen H maste ha

bade storsta och minsta virden pa K, och dessa antas pa randen eller i stationdra punkter, sa har vi minsta virdet i de
stationidra punkterna. Detta virde &r ocksa minst i hela Dy . Det tidigare beriknade avstandet till de aktuella planen blir

V5

~ 1,6946 och ekvationerna for de sokta planen (fyra stycken) med a = 4_é, b= 12%, c= :I:Z%O blir

al= =

9
[

y 21

Sl

4
45x + 2 z = 5.



