Matematik CTH&GU

Tentamen i flervariabelanalys F1/TM1 (MVE035) och reell matematisk analys F, delB

(TMA975), 2011-01-14, kl. 8.30-12.30

Hjdlpmedel: Inga, ej heller raknedosa

Telefon: Ida Safstrom, tel. 0703 — 088304

OBS: Tentan réttas och bedoms anonymt. Skriv tentamenskoden pa samtliga inlaimnade papper!
Fyll i omslaget ordentligt!

1. Lat f(x,y,z) =xsin(z)+zcos(x) +cosh(y)cos(z), (x,y,z) OR’.

a) Visa att xy-planet &r tangentplan till nivaytan f (x,y,z)=1 i origo. (3p)
b) Bestém riktningsderivatan av f i origo i riktningen (1,1,1). (2p)
¢) Ar avbildningen (x,y,z) > grad f(x,y,z) bijektiv lokalt i origo? (3p)

2. Lat f(x,y)=1-]xy[y/3+x* +3%, (x,») OR? och D={(x,y)DR2:x2+y2S1}.

a) For vilka ¢ OR dr f differentierbar i (a,0)? (5p)
b) Visa att f(x,y)20 for (x,y)0D. (5p)
¢) Berikna volymen av kroppen K ={(x,y,z):(x,y)0D,0<z< f(x,»)}. (5p)
3. Lat f(x,y)=—>—, (x,y)OR’.
o
a) Bestim V. (6p)
b) Beriikna J.J-f(x,y)dxdy dir D={(x,y):x=0,y=0}. (6p)
D
4. Lat C,:y= 2sinh(1)cos(%), -1010-1, C,:y=xsinh(x),10T- -1 och
F(x,y)=(xy3,x2y2),(x,y)DRz. Berikna IF*dr+jF'dr. (5p)
Cl CZ

5. Lat F =(-x-z,x—y,2z) och Y:r=r(u,v)=(u—v,u+v2,u2+v), -1su<1,0<v<l.

a) Har JF en potential i R’? Har JF en vektorpotential i R’? (2p)
b) Berdkna flodet av ' genom ytan Y uppét (dvs. i positiva z-axelns riktning). (6p)

6. Visa att under vissa forutsittningar (ange vilka) giller att ett filt F : R’ — R’ som #r
konservativti 2 [0 R? &r virvelfritti Q. (4p)

7. Formulera och bevisa Gauss sats. (8p)

Betygsgranser:  24p —35p ger betyget3, 36p —47p ger betyget4, 48p eller mer ger betyget 5 BB



Tentamen i flervariabelanalys for
F1/TM1 (mve035, tma975), 11-01-14

uppg. 1

f(x,y,2) =xsinz + zcosx + coshycos z iir CL i R3.  grad f (z,y,2) =
= (sinz — zsinz, sinh gy cos z, ¢ cos z + cos & — coshysinz) = (0,0,1).

a) £(0,0,0) = 1, tangentplanet till nivaytan f (z,y, z) = 1 gr genom origo och
har normalvektorn grad f (0,0,0) = (0,0, 1), &r alltsd xy-planet! [Tangentplanet
har ekvationen f (0,0,0) e (z — 0,y — 0,2 —0) = (0,0,1) e (x,y,2) = z = 0].

b) Sitt v = % (1,1, 1); riktningsderivatan av f i origo i riktningen (1,1,1) &r
4(0,0,0) = grad £ (0,0,0) e v = 7= (0,0,1) & (1,1,1) = —=.

V3 V3
—ZCOST 0 cosz —sinx o
c) %W = 0 cosh y cos z —sinhysin z " Ozee
cosz —sinxz —sinhysinz —zsinz — coshycosz
0 0 1 01
=01 0 (=1 ‘ 10 ‘ = —1 # 0, inversa funktionssatsen ger att
1 0 -1
avbildningen (z,y, z) — grad f (z,y, z) &r bijektiv lokalt i origo.
svar: | b) % c) ja
uppg. 2
Lat f(x,y) =1— |vy|/3+ 22 +y2och D:a?+y? < 1.
a) f dr partiellt deriverbar i origo ty
f(2,0)—£(0,0) ZEZOHOdé.’L‘—)O
z—0 z , det ger £/ (0,0) = £/ (0,0) =0,
{ f(Oyy;:(J;(O,O):ly;l:OHOdéy_)O ger f, (0,0) = f, (0,0)
: f(@,y)—(£(0,0)+f,(0,0)z+f, (0,0) —|zy|\/3+x24+y2 .
det relativa felet o (z,y) = (z.9)=(/( \)/x2<£y2 w1, 00y) _ | y\l/m2+y2 Y~ gar
mot 0ddz girmot 0ty lim  o(z,y) = lim 7T2|C°WS;“¢| VSt _ ),

(z,y)—(0,0) Vx2+y2=r—0

alltsa &r f differentierbar i origo.



For a # 0 &r f inte partiellt deriverbar m.a.p. y i (a,0) ty w =

_ l-Jayly/34+a2+y2-1 a5 T35yl la] V3 + a? da y — 0-
B Y =l 3+a2+y2;_>{|a|\/3+a2déyﬂ0+ ’

alltsd dr f inte differentierbar i (a, 0).

b) I poléra koordinater [z = r cos ¢,y = rsin | giller for 0 < r <1
fz,y) =1—7%|cospsinp|V3+r2>1—|sin2p| > 1—1r2>0.

Eller: Den kontinuerliga funktionen g (x,y) = zy antar pa den kompakta

enhetsskivan D ett storsta och ett minsta viirde, némligen 2 5 och —35

enda stationéra (inre!) punkten &r origo (g, =y = 0,9, =z = 0), pa randen Hr
(med polira koordinater) |g (z,y)| = |cos sing| = 1 [sin2¢| < 3, eller
g(z,y) =xaxv1—22=h(zx), for |z| <1&ar b (z) = i(\/l—xz 1r2):
= j:\l/i =0forz = :l:\lf, max/min finns alltsa bland ¢ (0,0) = h(£1) =0
och =+h (iﬁ) = +1. Da giller for (z,y) € D att
f(xay):1—|$y|\/3+x2+y2Zl—%\/3+ =0. VSV
Eller man argumenterar sa hér: pa grund av symmetri ricker det att visa att
F(z,y)=ay/3+224+y2<1pa Q={(z,y) €D:2 >0,y >0}

. . r_ P} B} Ty ..
F saknar stationédra punkter (F), = y/3 + z? +y2 + W # 0 1iinre
punker), max/min antas alltsa pa randen: F (z,0) = F (0,y) =0, pa 22 +y? = 1
dr F(x,y) = 2zv/1 — 22 med minsta virdet F (\f f) 1 (storsta virdet

F(0,1) = F(1,0) = 0) som ovan.

¢) Kroppen K = {(z,y,2) : (z,y) € D,0 < z < f (z,y)} &r viildefinierad (se b)),
K:s volym dr ff f (z,y) dzdy = [p.g.a. symmetri, Q: se b)]

4ff(1—xy\/m>dmdy—4f< 1fm2(1—my\/m>dy>dx—

Q 0
1 37y=V1-22 1 3
4f[y—§(3+:c2+y2)2] . dm:4bf(\/1—x2—%+§(3+x2)g)d$=

0 y=
511
m 422 1 3 _ 4, 32 _ 93
4 4—1-{—’;+15(3+x2)2}0>—7r+4(—3+15—1‘5f)

1
{f (\/1 — x2) dx = arean av §) = Z] eller med polidra koordinater:
0

4(f (1 —xy\/3+:n2+y2) dxdy =

Q

>~

1[5
[ <f (1 — 72 cos psinpv/3 +1?) rd<p> dr =
0 \0

1
=4[ [re+ 1r3V/3+r2 cos? <p]

0

=2 YRR
P2t ey 0

Vi loste [ r3v/3 4 r2dr = [part. int.] =

1
g dr =2 [ (7r —r*V3+r2) dr = [se nedan]
0




3 5
2 (3 + 7"2) z_ 2 (3 + 7“2) ? +oc, eller med substitution:

=3

1 2:t2 2

Ofr3\/3+7’2dr [ ;Z:_ tht] }(# 3) t2dt = [%43]&: Sv3-&.
3

svar: [a) a=0 ¢ M

uppg. 3

f(2,9) = gz i C (pa Dy =R?).
a) Extrempunkter #r stationéra:
;L (m2+y2+1)2,4x2(12+y2+1) 1322 0
Ja= (z2+y2+1)* T @)t

f;:%:()@(x:om:())

fall 1: © =0: f1(0,y) = (yy2:11)3 # 0.

fall 2 y = 0: f (2,0) = 225y =0 (o= Hva=—L).
De enda stationiira punkterna ér alltsa (%, O) och (—i, 0) med

V3
.« " Va2t+y?+1
F(25,0) = £33, For (6. ex) o +y2 > 3 ar |f (2.9)| < Lot =
=1 < % = 1273 < 3;?. Pa M = {(z,y) : 2% + y*> < 3} antar f ett

(@+y?+1)2
storsta och ett minsta viirde (f dr C°, M &r kompakt), pa randen OM &r

If (z,9)| < 33 alltsa antas max/min i en inre och da stationér punks, dvs. i

16
(7 0) eller i (0,0) eller i (—7,0> det visar: —M ar f:s minsta virde och

33 41 f:s storsta viirde. Eftersom R? &r bagvis sammanhiingande och f &r CY

16
pa R? s& antar f dven alla virden mellan f% och 31\({

gande viirden), alltsa ar Vy = [—3—‘/5 M}

(satsen om mellanlig-

16 > 16
b) Lat D = {(z,y) : @ > 0,y > 0}; vi skall beriikna I = [[ f (z,y) dzdy:
D
pd D ér f (z,y) > 0; den enklaste 18sningen fas med Fubini:
({ (”of de dy = g (wlggoz(z2;;2+1) abTen 2‘1+1 ) %of
= § larctany]g” = % (konvergent!), Fubini ger dé att [ = ff f(z,y) xdy =

N——

=[J ﬁdmdy = 2. Utforlig 16sning: vi beréiknar I, = [ f (2, y) dxdy
oo Y D

dir D, dr en uttommande foljd for f och D. Vi ger tre 1osningar:



losn. 1: D, = {(z,y): 0 <2 <ny,0 <y <n} (rital):
n /ny n _ r=ny
o= 1 1 dody = [ (ot )y = [ ([agorimen] ) a0 =

=0

n n
1 1 1 1
Ik (y2+1 - (7L2+1)y2+1) dy = 5 [arctany — == arctan (Vn? + 1y)]0 =

N|—=

0
(arctann — \/n%ﬂ arctan (n\/ n? + 1))
Iosn. 2: D, = {(z,y): 0 <z <n,0<y<n} (rital):

L e N (e N

N[—=

—_

n n
—1 1 1 — 1 _ 1 Yy _
=3/ (y2+1 n2+y2+1) dy = 5 [arctany e arctan( n2+1)] =

2 0
=1 (arctann — ——— arctan n
2 vVn2+1 vVn2+1 :
losn. 3: Dy, = {(z,y) € D : 2 +y* < n?} (rital):
no, El
I, :gf wrerzdrdy = [pol. koord.] = J T (Of cos godgo) dr =
n 5 r =tant arctann .5 arctann
_ T — _ sin” ¢ dt —_ 2 _
B { (r2+1)2 dr l: dr = Coitzt :| 0 CO&t(ﬁ)Q cos* ¢ bf sin” tdt
arctannl cos 2t 1 sin 2¢ jarctann 1 n
— - S — 1 —
= Of eEtdt = g [t — = —é(afCtann—m) ty
: 2sin ¢ cos? t 2tant " r2 T T
sin 2t = 2enteest — Anle eller Ik Grnrdr = Ik (7T2+1 . ~r) dr =
o ( ) o \( )
n
[part. int.] = [rﬁ}rl) + %arctan r}o = % (arctann - é)
Alla tre losningar ger I = nh—{%o]n = % (g — O) ty

lim arctann = 7, lim (\/néiﬂ arctan (nv/n? + 1)) =0-Z=0,

n—oo n—oo

n

lim (¥ arctan ): lim L_ arctan ——
n— oo n2+1 vn2+1 n—oo Vn2+1 \/1+

och lim —1+ =0.

n—oo Ty

svar: |a) Vy = [_3\/g 37\/5] b) =

1
n2

2
) =0-arctanl =0

16 ’ 16

uppg. 4

Satt f (x) = 2sinh (1) cos (%£), g () = xsinh (z); f,g & C' i R?, omradet
D={(z,y): -1<2<1, g(z) <y < f(x)} CR? &r vildefinierat med rand
0D = Cy + Cy (medurs) diir Cy :y = f(z),—1 > 1och Cy:y=g(x),1 5 ~1
ty f &r stréangt konkav, g stringt konvex pa [-1,1] (f” <0, ¢” > 0pa]-1,1]),
kurvorna y = f (z) resp. y = g (z) ligger alltsd 6ver resp. under sekanten
mellan (—1,sinh (1)) och (1,sinh (1)) (eller ty f och g &r jimna och pa [0, 1] &r
f striangt avtagande och g stringt viixande med f (0) = 2sinh (1) > f (1) =



=sinh (1) = g(1) > g(0) =0). Filtet F (z,y) = (P (z,y),Q (z,y)) =
= (zy?,2%y?) &r C? i R? ochéf (Pdz + Qdy) +éf (Pdz + Qdy) =

= [ (Pdz+Qdy) = fl (Pdz + Qdy)2: [Green giller!]
C1+C2 OD (medurs!!)
1 x)
:—ff(Q’ z,y) (wy))dmdy—ff(xy)dxdy:f (f y2dy>d
g

-1 ()

svar: @ (men T &r inte konservativt!)

uppg. 5

Lat F(2,y,2) = (—2 — z,2 — y,22), D = {(u,v) : =1 <u < 1,0 <v <1} CR?
ochY :r=r(u,v) = (u—v,u+v?u?+v), (u,v) € D. Far C? i R%.
a) divF (z,y,2) = —1 — 1+ 2 = 0 = F har en vektorpotential i R® (R?® &r
konvex); rot F (z,y,z) = (0, —1,2) # 0 = F har ej en potential i R? .
€1 € é3
b) En normalvektor till Y &r n=7), xr, =| 1 1 2u |=
-1 2v 1
= (1 —4uv, —1 — 2u,2v + 1), n #r "uppatriktad" (ty 2v + 1 > 0),
flodet av F i rlktmngen n &r alltsd (med N = n I)

ff]F o NdS = ffIE‘ ),y (u,v), 2 (u,v)) o, x 7l dudv =

7ff( u—u?,—v—v ,2(u2+fu))0(174uv,7172u,20+1)dudv:

—ff((u+u ) (duv — 1) + (v +02) (1 + 2u) + 2 (u? +v) (20 + 1)) dudv =

:ff (4u?v + 4udv —u — u? + v+ 02+ 2u (v +0?) + 2 (u? +v) (20 + 1)) dudv =
D[integrera forst m.a.p. u och utnyttja "jimn-udda")

_j(2{1((8v+1)u2+3v+5v2)du> du_20f1(8v3+1+3u+5u2)dv_

_of17,2 | 1 5,311 _ 17412 _ 29
_2[60""3”"’3”]0_ 3~ 3-°



29
3

b)

F har en vektorpotential, men ej en potential i R?

a)

svar:

ytan Y:

| L

N

(=]

u T T
U'aY
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